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Capitulo 1

Nociones de Probabilidad

El objetivo de este capitulo es presentar algunos elementos basicos de teoria de pro-
babilidades y que permitira el desarrollo de los capitulos posteriores. El material es
introductorio y mayores detalles pueden ser hallados, por ejemplo, en los libros de
Casella y Berger (2002), Chung (1974) y Hoel et al. (1971). Iniciaremos la presenta-
cién de este capitulo recordando algunas definiciones de sumas y productorios, asi
como teorfa de conjuntos y elementos de andlisis combinatorio, también conocido
como técnicas de conteo. Esta instancia ofrece una oportunidad para incorporar
ejemplos utilizando el ambiente para cédlculo estadistico R (R Core Team, 2023) y
posteriormente se presenta la definicién axiomatica de probabilidad de Kolmogorov
asi como los conceptos de probabilidad condicional e indepencia. Ambos conceptos
claves para el andlisis de datos.

1.1. Preliminares

1.1.1. Sumas y Productos. En esta seccién se introduce notacién que tie-
ne por objetivo escribir de forma compacta sumas y productos de secuencias de
numeros ai,as, ..., donde a; € R, para todo 1.

DEFINICION 1.1. Considere una secuencia de nimeros aq,ds, ..., a,. Se define la
sumatoria de esta secuencia, como:

Za¢=a1+ag+---+am (1.1)
i=1

donde i denota el indice de la sumatoria, mientras que a; representa un elemento
genérico. En este caso, n indica la cantidad de elementos que se estan sumando.

Es posible apreciar que la suma en (1.1) puede ser escrita de manera andloga como

Z a; =a1+ag+ -+ ap. (12)
1<i<n

Debemos enfatizar que, si n = 0 el valor de la sumatoria se define como cero.

A partir de la Ecuacién (1.2) podemos introducir una notacién mucho més general.
En efecto, sea R un conjunto de indices. Asi, basta considerar el conjunto R =
{1,2,...,n}, para re-escribir la suma en (1.2) como:

Zai:a1+a2+"'+an- (1.3)
i€ER
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Aunque frecuentemente la notacién dada en la Ecuacién (1.3) es utilizada para su-
mas finitas, esta puede ser adaptada con facilidad para sumas infinitas. Por ejemplo,

Zai=Zai:a1+a2+-~-.
=1

i>1
Mas formalmente, debemos escribir
(o] n
g a; = lim E a;.
n— oo
i=1 i=1

RESULTADO 1.2. Sea a un numero real. De este modo,

n

Y a=a+a+--+a=na
i=1
En general, para r < n tenemos
n
Za:(n—r—i—l)a, a€R.
1=r

RESULTADO 1.3. Considere la secuencia x1,. .., T, y sea a una constante. Entonces,

n n
Zaxizaxl—l—---—kaxnza(x1+---+xn)=a2mi.
i=1 i=1

En general, sean x1,...,Tn Y Y1,-...,Yn dos secuencias de numeros y a,b € R.
Entonces,
n n n
Z(azi +by;) = ain +b2yi.
i=1 i=1 i=1
Note también que las sumatorias pueden ser descompuestas en varias sumas. En
efecto, para una secuencia de niimeros aq, ..., a,. Tenemos que
n k n
Zai:Zai—k Z(Li, k < n.
i=1 i=1 i=k+1

Es posible construir secuencias de ntimeros en R mediantes diversos comandos, a
continuacién usaremos como ejemplo seq. Considere,

# construye secuencias usando ’seq’

> x <- seq(from = 1, to = 15)

> x

[t] 1+ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
>y <- 1:15 # un atajo para ’seq’

>y

[1] i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
> z <- seq(from = -3, to = 3, by = 1)

> z

(1] -3 -2 -1 0 1 2 3

# sumando los elementos de ’x’ y sus cuadrados
> sum(x)

[1]1 120

> sum(x~2)

[1] 1240
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# sumando los elementos de ’z’ y sus cuadrados
> sum(z)

[11 o

> sum(z"2)

[1] 28

También podemos crear conjuntos de observaciones con el comando de concatena-
cién. Ademas, podemos extraer muestras y generar digitos aleatorios en el intervalo
(0,1) con los comandos sample y runif, respectivamente

# construye un vector de datos
> x <- ¢(5,5,20,35,7,-2)

> sum(x)

[11 70

# extrae una muestra desde el conjunto {1,2,...,100}
> set.seed (42)
> z <- sample(1:100, size = 7)
> z

[1] 92 93 29 81 62 50 70

# ordenando ’z’

> sort(z)

[1] 29 50 62 70 81 92 93

> order (z)

[1] 36 5 7 4 1 2

> z[order(z)] # otra manera de ordenar ’z’

[1] 29 50 62 70 81 92 93

# sumando los elementos de ’z’

> sum(z)

[1]1 477

> sum(z[1:5]) # sélo los primeros 5 elementos
[1] 357

genera ’n’ digitos aleatorios en (0,1)
n <- 1000

set.seed (53)

u <- runif (n)

V V V V &

u
[1] 0.579189 0.116819 0.090851 0.611993 0.739817 0.657339 0.066094
[8] 0.334605 0.212267 0.212267 0.656931 0.877812 0.041845 0.617601

[997] 0.915119 0.398568 0.589021 0.948304

# suma y promedio
> sum(u)

[1] 505.0618

> sum(u) / n

[1] 0.505062
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EJEmpLO 1.4 (Propiedad telescépica). Suponga ag,ar,...,a, una secuencia de
numeros reales, y considere
n
Z(ai —a;-1) = (a1 —ap) + (ag —a1) + -+ + (@n—1 — an-2) + (a@n — @p-1)
i=1
=—ap+ (a1 —a1) +++++ (@Gn-1— ap-1) + an

= ay — agp.
EJEMPLO 1.5 (Suma de los primeros n enteros). Considere la siguiente suma,

) = Sk m L p o TED, »
k=1

Evidentemente, esta férmula es vélida para n = 1. En efecto, S(1) = 1. Supondre-
mos que (1.4) es verdadera para los primeros n enteros. De este modo,

S(n+1)=1+2+--~+n+(n+1):ik+(n+1):w+(n+”
k=1
:(Hl)(gﬂ) _ (n+1)2(n+2) _ (n+1)((7;+1)+1)’

lo que verifica la férmula.

EJEMPLO 1.6 (Suma de cuadrados de los primeros n enteros). Para evaluar la suma,
C(n) ::ZkQ — 12+22+"~+n27
k=1

consideraremos la identidad,
(k+1)% — k% = 3k% + 3k + 1.

De este modo, obtenemos
3C(n)=3Y K= (k+1°=> kK -3> k=) 1.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Sabemos que,
n

n(n+1) -
Sr=AD S,
k=1 k=1
v haciendo j = k + 1, tenemos que

n+1

. - 3nn—+1
0 =53 kD)
j=2 k=1

Ahora, es facil notar que

n+1
> =243+ 40P (1)
j=2

S =134+ 4+ (n—1)°+n’
k=1
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Es decir,
2 2
3C(n) = (n+1)* — 1 — 3n(n2+ 1) . n(2n +23n +1)
~n(n+1)2n+1)
= 5 .
De ahi que,
C(n) = n(n +1)(2n + 1).

6

EJEMPLO 1.7 (Suma de una progresién geométrica). Asuma que z # 1y n > 0.
Entonces,

n
a+ar+---+ax" = E az’
=0

:a—i—Zaaij:a+(ax+-~-+am"):a+x(a+-~-+am"_1) (1.5)

j=1
n n—1
:a—i—xZaxJ_l:a—&—xZamJ (1.6)
j=1 §=0
:a—l—xZawj —az™ ", (1.7)
§=0

Tomando la primera y tltima relaciones, sigue que

n n
E ar’ =a+x E ar’ — az" L,
j=0 j=0

es decir,
(1-x) E ar? =a —ax" .
Jj=0

De este modo, obtenemos finalmente

n+1

Z:axj = a(%). (1.8)

Adicionalmente, para |z| < 1,
o0 ) ) n ) ) 1 o J,’n+1
g ar? = lim g ar’ = lim o —— ),
n— 00 n— o0 1—=x
j=0 Jj=0
y como lfm,, o, 2" = 0 para |z| < 1, sigue que
> a
E ax? = .
- 1—x
Jj=0

En este ejemplo se han utilizado diversos elementos que permiten notar algunas de
las propiedades de las sumatorias. En efecto, en Ecuacién (1.5) se utiliz6 una muy
particular versién del Resultado 1.3. Mientras que en (1.6) y (1.7) se realizé un
cambio en el {ndice de la suma y reorganizé los términos (es decir el dominio sobre
el que opera la suma) para obtener el resultado deseado.
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EJjempLO 1.8. Considere la secuencia %, i, %, %, ..., y note que el término i-ésimo
de la secuencia es dado por 2—11 para i = 1,2,.... Sea p = 1/2 y suponga que
deseamos calcular la suma,

10

> =p+p’+p 4+ (1.9)

J=1
En R podemos considerar

# construye la secuencia de interés

> p <- 1/2

>n <- 1:10

>z <- p°n

> z # imprime los 1ros 10 términos de la secuencia

[1] 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078 0.0039 0.0020
[10] 0.0010

# despliega la Figura 1
> barplot (height = z, names.arg = as.character (1:10))

0.5

0.3
I

0.2
I

0.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1. Secuencia geométrica {%, %, %, b

En efecto, usando (1.8) es fécil notar,
10
D=t 0 =t )

() = (2 )

Para p = 1/2, sigue que

10
D v =1-p"
j=1
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Para calcular (1.9), en R hacemos:

# Calculo de la suma en Eq.(1.9)
> sum(z)
[1] 0.9990234

# o alternativamente,
> - p~10
[1] 0.9990234

e

Las siguientes son igualdades que no satisface la suma:

e Sean ai,...,an y b1,...,b, dos secuencias de nimeros reales. Entonces
i=1 i=1 i=1

En efecto, basta notar que la cantidad de términos involucrados en cada
uno de los lados de la ecuacién anterior es diferente.

e Un caso particular del anterior es
n n 2
>4 (L)
i=1 i=1

e En general, si f: R — R es una funcién no lineal. Entonces

n n
> fw) £ F(Y ).
i=1 i=1
En ocasiones disponemos de secuencias de ndmeros indexados mediante dos (o
maés) indices, es decir {a;; }. Por ejemplo, consideremos A = (a;;) € R™*™ (es decir
i=1,...,m,5=1,...,n) y suponga que deseamos sumar todos los elementos de
la matriz A. Es decir,

m

n
Zzaij:all+"'+a1n+a21+"'+aml+"'+amn-
i=1 j=1

Notamos facilmente que podemos intercambiar el orden de las sumas. En efecto,
m n n m
> > ai =) aij
i=1j=1 j=1i=1

OBSERVACION 1.9. Debemos enfatizar que la operacién de intercambiar el orden
de las sumas no siempre es valida para series infinitas.

Contrariamente al resultado de la Ecuacién (1.10), es vélido considerar

(i“)(i@ iiai% (1.11)

asimismo
n n n

(o) = (L) (Lom) =3 Yo,

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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Para comprender mejor la Ecuacién (1.11) considere un caso especial
2

(Z‘%) (ibj) = (a1 + az2) (b1 + b2 + b3)
j=1

i=1
= (a1b1 + aiby + a1b3) + (agbl + agby + agbg)

= i (iaibj).

Existe una notacién anédloga para productos. En efecto, considere la siguiente defi-
nicién

DEFINICION 1.10. Sea ag,as,...,a, una secuencia de ntimeros. Se define la pro-
ductoria de esta secuencia, como:
n
Hai =aiay - Qp. (1.12)
i=1

En general, podemos escribir

H Qg

i€ER
donde R representa un conjunto de indices. Note que si no existe algin entero i € R,
el producto se define con el valor uno.
Adicionalmente, podemos tener el producto de los términos a;5, i = 1,...,k, j =
1,...,n, denotada por

Es facil mostrar que

j=1li=1 i=175=1

y
n J n o n
11 =111]a
Jj=1li=1 =1 j=1

EJEMPLO 1.11. Para evaluar el producto,

n
H o =a%ata?- - a" = @' A = g2
J=0
Recordando que Z?:l j =n(n+1)/2, obtenemos

[[o = antvvr2,
=0

EJeEmMPLO 1.12. Suponga la secuencia {1,2,...,n} y que estamos interesados en
calcular su producto, esto es,

ﬁj:1.2.3.-.n.
j=1
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Considere el siguiente fragmento de cédigo en R:

# Calcula el producto entre 1,2,3,4,5 y 6
> n <- 6

> z <- 1:n

> z

[1] 1 2 3 4 5 6

> prod(z)

[1] 720

Hablaremos mas sobre este producto mas adelante en este capitulo. Suponga ahora
que deseamos calcular,

log ( ﬁ zi) = i log z;,
i=1 i=1

donde z = (1,2,...,n). Asi, podemos hacer:

> log(prod(z))
[1] 6.579251

# aplicando ’log’ a cada elemento de ’z’

> log(z)

[1] 0.000000 0.693147 1.098612 1.386294 1.609438 1.79176
> sum(log(z)) # evidentemente

[1] 6.579251

1.1.2. Elementos de teoria de conjuntos. Un conjunto es una coleccién
bastante general de objetos o nimeros, que en este contexto seran llamados ele-
mentos. Indicaremos a un conjunto por letras maytsculas. Decimos que a es un
elemento del conjunto A, o bien, que a pertenece a A y escribimos a € A, en caso
contrario escribimos a ¢ A. Para los objetos contenidos en A usaremos la notaciéon

A={ai,az,...,an,...},
es decir es necesario listar o conocer los elementos de A, mientras que
A ={a: a tiene la propiedad P},
donde P es una caracteristica que define los elementos de A.
EseEmpLo 1.13. Considere los siguientes conjuntos:
A={1,2,...,n}, B={2,4,6,8,...}, C={z:0<x<1}.
Tambien existe conjuntos bastante comunes, tales como:

R es el conjunto de todos los ntimeros reales,

[a,b] = {x:a <z < b} es un intervalo cerrado en R,
(a,b) = {z : a < x < b} es un intervalo abierto en R,

(a,b] = {z : a < z < b} es un intervalo semi-cerrado en R.

Conjuntos pueden ser de naturaleza muy diversa, en el siguiente ejemplo se consi-
dera una coleccion de funciones.
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EJEmpPLO 1.14. Sea f:R — R y considere
A={f: f(z) =azx+b,a,be R},
denota el conjunto de todas las rectas en el plano.

Un conjunto también puede representar una coleccién de conjuntos. Sea A y B dos
conjuntos, entonces C = {A, B} es un conjunto de conjuntos.

EJeEmpLO 1.15. Sea A ={0,1} y B={1,2,...,n}. Entonces,
C={A,B} ={{0,1},{1,2,...,n}},

es decir C contiene dos elementos. El conjunto {0,1} y el conjunto {1,2,...,n}.
Note que {{0,1},{1,2,...,n}} # {0,1,2,...,n}. El primero es un conjunto con 2
elementos, mientras el ultimo es un conjunto con n + 1 elementos.

Dos conjuntos son de particular interés, el conjunto universal, es decir aquél con-
junto que contiene todos los objetos bajo consideracién, y que serd denotado por
), mientras que el conjunto vacio o nulo, denotado por @ corresponde al conjunto
que no contiene elementos.

EJEMPLO 1.16. Considere €2 = R el conjunto de ntimeros reales y sea,
A={zecR:2’>-2x+2=0}

De este modo, A = @, pues la ecuacién cuadrética 2 — 2z + 2 = 0 no tiene raices
reales.

Un conjunto B es llamado subconjunto de A si y sélo si para todo z € B, entonces
x € A, en cuyo caso anotamos B C A. Si B C A y existe x € A tal que « € B,
entonces se dice que B es un subconjunto propio de A y anotamos B C A. Cuando
B C Ay A C B entonces los conjuntos A y B consisten de los mismos elementos,
y en este caso A = B.

EJEMPLO 1.17. Suponga que A = {1,2,3,4,5} vy B = {1, 3,5}, en este caso B C A.
Mientras que si A = {0,1} y B = {0, 1}, entonces A = B. Por otro lado, considere
A={z:2>0}y B={x:x > 1}, luego B C A.

Evidentemente, tenemos que @ C A para todo A, mientras que A C . Méas ain
@ C QyQC Q. Ademis, Q) es un concepto relativo. Por ejemplo, podriamos definir
= [0,1] y considerar todos los subintervalos en [0, 1].

Un par de elementos a y b (no necesariamente diferentes) donde a es el primer
elemento mientras que b es el segundo es llamado par ordenado y escribimos (a, b).
En general una n-upla ordenada es (a1, as,...,a,) y es usual llamar a a; la i-ésima
coordanada de la n-upla.

El producto cartesiano de los conjuntos A y B denotado por A x B es definido como
Ax B={(a,b):a€ Abe B}.
Esta definicién puede ser extendida a n conjuntos Ai, Ao, ..., A, como
Ay X Ag x - x Ay ={(a1,a9,...,a,) a1 € A1,a9 € Ag, ... a, € An}.

En particular, si A, = Ay = --- = A,, = A, entonces el producto cartesiano es
denotado por A™. Por ejemplo R? es el conjunto de todos los pares ordenados de
numeros reales.
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La unidn de dos conjuntos A y B consiste de todos los elementos en A o en B, es
decir
AUB={z:z€ A, ox € B}.
Esta definicién se extiende a n conjuntos A, ..., A, como
ATUAU---UA, ={x€Q:x € Ay para al menos un k € {1,2,...,n}},

y més generalmente para una familia de conjuntos {A;,7 € I}, con I un conjunto
de indices,

U A; ={x € Q: 2z € A; para al menos un subindice ¢ € I}.

iel
Evidentemente esta ultima expresién puede ser usada para una secuencia infinita
de conjuntos Ay, Aa, ..., es decir U2 ; A,,, la cual debe satisfacer

reAioxr€eEAyo ... <= 1z estden al menos uno de Ay, Ao, . ...

EJEMPLO 1.18. Sea A ={1,2} y B = {1,5}, entonces AU B = {1,2,5}. Ahora, si
A=(0,1y B=(3,00), entonces AU B = (0,00).

La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto que incluye los elementos
comunes a ambos conjuntos y es denotado por AN B, esto es

AnNB={z:z€ A, yz € B}.
Esta definicién se extiende a n conjuntos Ay, ..., A, como
AiNAsn---NA, ={ze€Q:x e Ay para todos los subindices k € {1,2,...,n}},
y més generalmente para una familia de conjuntos {A;,7 € I}, como:

ﬂ A; ={z € Q:x € A; para todos los subindices i € I}.

iel
Para una secuencia infinita de conjuntos A;, As, ..., la interseccién N2, A,, debe
satisfacer
re€AiyreAyy ... <= x pertenece a todo Aj, A, ....

EJEMPLO 1.19. Para A = {1,2} y B = {1,5}, entonces AN B = {1}. Mientras que,
si A=(0,1] y B =(4,00), entonces AN B = (3,1].

El complemento (con respecto al conjunto universal ) de un conjunto A es definido
€Omo:

Ac={zeQ:axd A}

EJEMPLO 1.20. Suponga Q = [0,1] y A = [0, 3), luego A® = |
sea ) =Ry A =R, entonces A° = @.

1,1]. Por otro lado,
Ademais, es facil notar que
(A%)° = A, Q° = o, ¢ =Q.

La diferencia del conjunto B con el conjunto A es definida como el conjunto de los
elementos de A que no pertenecen a B, esto es,

A-B={xe€Q:x€ A,z ¢ B}
Podemos apreciar que,
A—B=AnNB" A =0 - A
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PROPIEDAD 1.21. Sean A, B y C conjuntos definidos en ). Tenemos que,
(a) Asociatividad de la unidn e interseccion:

(AUB)UC = AU(BUC),
(ANB)NC =An(BNO).

(b) Distributividad de la interseccion con respecto a la unidn y de la unidn con
respecto a la interseccion

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
(¢) Conmutatividad de la unidn e interseccion
AUB=BUA, ANB=BnNA.
(d) El conjunto vacio @ es el elemento neutro para la unidn
AU =0UA=A.
(e) El conjunto universal Q) es el elemento neutro para la interseccion
ANQ=0NA=A
(f) El complemento satisface
ANA° =g, AUA =Q.
(g) AUA=A ANA=AAUQ=0 ANZ =0.
(h) Leyes de De Morgan
(AU B)¢ = A°N B¢, (AN B)¢ = A°U B“.

Las férmulas de De Morgan pueden ser extendidas para n conjuntos Aj, ..., A,,
€Omo:

(AJUAy U+ UA,) = ASNASO---NAS,
(A LN Ay NA) = ASUASU-- U AS,

y para una familia de conjuntos {4;,i € I'}, como:
(Ua) =Nas (Na) =Uas
iel iel iel iel

Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos si ellos no tienen elementos en comun,
y escribimos A N B = &, Mdas generalmente, los conjuntos Aj,..., A, se dicen
disjuntos por pares (o mutuamente excluyentes) si

ANA =0, i 7,
con {i,j} desde el conjunto de indices {1,2,...,n}.

EJEMPLO 1.22. Sea A = {x : x > 1} y B = {z : © < 0}. Entonces A y B son
disjuntos.

EJEMPLO 1.23. Sea A y B dos conjuntos en 2. Entonces,
(A—B)N(B-A)=(ANB)N(BNA°)=(ANA° )N (BN B°) =g,
es decir A — By B — A son disjuntos.
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Una coleccién de conjuntos {Ay, ..., A,} es una particidn del conjunto A, si satis-
face las condiciones:

(a) {44,...,A,} son disjuntos por pares.

(b) UL, A; = A.

Suponga que {A4i,...,A4,} es una particién de A, y suponga B C A. Entonces
{BNA,...,BNA,} es una particién de BN A. En efecto,

(BNA)N(BNA)=Bn(ANA)=0, VYi#j

n n

UJBna)=Bn (UAZ) = BNA.

i=1 i=1

EJEMPLO 1.24. La familia de conjuntos A; = [i,7 + 1), para ¢ =0,1,2,... forman
una particién de [0, co).

EJEMPLO 1.25. A y A€ son una particién de €, pues
ANA° =g, AUAC=Q.

1.1.3. Técnicas de conteo. El andlisis combinatorio es el estudio sistemati-
co del conteo de todas las posibles agrupaciones desde un conjunto de objetos. Esta
tarea es equivalente contar los elementos de un conjunto finito. A continuacién pre-
sentaremos ideas preliminares para posteriormente introducir diversas técnicas de
conteo.

Los conjuntos A y B se dicen equivalentes y anotamos A ~ B si y solo si existe una
funcién biyectiva de A a B.

EJEMPLO 1.26. El conjunto A = {ay,as,...,a,} es equivalente al conjunto B =
{1,2,...,n} con f(ar) = k paratodo k = 1,2,...,n, es una funcién biyectiva desde
AaB.

Un conjunto A es llamado finito, con n elementos si y solo si es equivalente al con-
junto {1,2,...,n}. Asumiremos que & es finito con cero elementos. Un conjunto que
no es finito de dice infinito, mientras que un conjunto A se denomina infinito nu-
merable siy solo si es equivalente al conjunto de nimeros naturales N = {1,2,...}.
Un conjunto A es llamado numerable (o contable) si es finito o infinito numerable,
en caso contrario se dice no numerable.

El nimero de elementos de un conjunto finito A, denotado por N(A), es llamado
cardinal de A. En caso que €2 sea un conjunto finito, su cardinalidad serd denotada
como N(Q2) = N.

Los principios fundamentales del conteo corresponden al Principio de multiplicacion

y el Principio de adicion. En lo que sigue consideraremos conjuntos finitos. A partir
de las definiciones anteriores podemos destacar el siguiente lema.

LEMA 1.27. Si A y B son conjuntos finitos y equivalentes, entonces

N(A) = N(B).
De este modo, el cardinal de un conjunto finito A puede ser determinado desde un
conjunto finito B, equivalente a A, cuya cardinalidad sea conocida. A continuacién,

revisamos algunas propiedades bésicas del cardinal, que se pueden reestablecer como
los principios del conteo.
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RESULTADO 1.28. Si A y B son conjuntos finitos, entonces
N(A x B) = N(A) N(B).

La cardinalidad del producto Cartesiano de méas que dos conjuntos finitos se deduce
desde el resultado anterior, en efecto considere el resultado siguiente.

COROLARIO 1.29. Si Ay, Ao, ..., A son conjuntos finitos, entonces
N(A1 X A2 X oo X Ak) = N(Al) N(AQ) s N(Ak)

Estos resultados son conocidos frecuentemente como el principio de multiplicacién,
el cual se puede exponer como sigue:

RESULTADO 1.30 (Principio de Multiplicacién). Suponga que el conjunto Ay con-
tiene ny elementos, el conjunto As contiene no elementos, ..., y el conjunto Ag
contiene ny, elementos. Entonces el numero de maneras de escoger un objeto desde
cada uno de los k conjuntos es:

ny-ng---Ng.

EJEMPLO 1.31. En cierto medioambiente, existe 14 especies de mosca de la fruta,
17 especies de polillas y 13 especies de mosquitos. Se desea determinar el nimero
de formas en que se puede escoger una especie de cada tipo. En efecto, tenemos
n1 = 14, ny = 17 y ng = 13. De este modo, por el principio de multiplicacién sigue
que existe 14 - 17 - 13 = 3094 maneras diferentes de seleccionar una especie de cada
tipo.

Ahora, considere el siguiente resultado,
REsuLTADO 1.32. Si A y B son conjuntos finitos y disjuntos, entonces
N(AU B) =N(A) + N(B).

Basado en el resultado anterior, se puede mostrar que para A y B subconjuntos de
un conjunto universal 2, entonces:

N(A%) = N —N(4),
con N = N(2), mientras que
N(A — B) =N(A) —N(AN B),
y particularmente para B C A,
N(A — B) =N(A4) — N(B).

El siguiente resultado se conoce como principio de adiciéon y corresponde a una
extension del Resultado 1.32.

COROLARIO 1.33. Si Ay, As, ..., Ax son conjuntos finitos y mutuamente excluyen-
tes, entonces

N(A; UAsU---UAg) =N(A1) + N(A2) + - - - + N(Ag).

Esto permite establecer el siguiente principio.
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RESULTADO 1.34 (Principio de Adicién). Si un elemento w; puede ser seleccionado
en n; maneras diferentes parai = 1,2,...,k y la seleccion de w; excluye la seleccion
simultdnea de wj, parai,j =1,2,...,k, i # j. Entonces cualquiera de los elementos
w1 0Wy 0... 0wk, puede ser seleccionado en

ny +Mng + -+ N,

maneras.

EJsempLo 1.35. Considere el siguiente experimento: Lanzar un dado o una moneda.
De este modo, los resultados posibles del experimento son 6 + 2 = 8.

En andlisis combinatorio debemos distinguir entre conjuntos ordenados y desorde-
nados. En un conjunto ordenado, el orden es relevante, mientras que no lo sera para
un conjunto desordenado. Para ilustrar, considere el siguiente ejemplo.

EJeEmMPLO 1.36. Sea A = {1,2,3}, el listado de todos los subconjuntos ordenados
de tamano 2, corresponde a

(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2),
mientras que la lista de todos los subconjuntos desordenados de tamano 2 consiste

en:
{1,2},{1,3},{2,3}.

Note que en este caso el conjunto {2,1} es idéntico al conjunto {1,2}, de modo que

no se incluye en el listado.

DEFINICION 1.37. Sea A un conjunto finito con n elementos. Una k-upla ordenada
(a1,a2,...,a) con a, € A, r = 1,2,...,k, es llamada una k-permutacién del
conjunto A, o bien una k-permutacion de n.

EJEMPLO 1.38. Para el conjunto A = {1,2,3} de 3 elementos tenemos que las
2-permutaciones son las siguientes:

(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2).
Note que, cualquier permutacién (a;,a;) del conjunto A = {a1,as,as} puede ser
construida como sigue:
e Seleccionamos el primer elemento a; desde el conjunto A con 3 elementos,

y
o Seleccionamos el segundo elemento a;, el cual debe ser diferente de a;, desde
el conjunto B = A — {a;} de 2 elementos.
De este modo, usando el principio de multiplicacién, el niimero de 2-permutaciones
de 3 es 3-2 = 6. En efecto, 6 = N(C'), donde

C={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)}.

DEFINICION 1.39. El ntmero de k-permutaciones de n, denotadas por P, j o bien
(n)k, es dada por

Pop=Mmkr=nn—-1)---(n—k+1).

EJEMPLO 1.40. Suponga que se desea calcular cuantas “palabras”de cuatro letras
pueden ser formadas (no necesariamente en espanol) a partir de la palabra “valido”.
Note que lo que se desea es obtener el nimero de todas las 4-permutaciones de 6,
es decir:

Psy=6-5-4-3=360.
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Para el caso particular en que k = n, tenemos que el nimero de permutaciones de
n, es dada por
P,,=nn-1)---2-1.

DEFINICION 1.41. El producto de todos los enteros desde 1 a n, es llamado n
factorial y se denota como n!, es decir

nl=1-2-3--(n—n=]]J

j=1
EJEMPLO 1.42. ;De cuantas formas diferentes podemos ubicar 5 personas en 5
asientos?

(5)5 = 5! = 120.
Note que podemos escribir el nimero P, , = (n); como:

Por=nn—1)---(n—(k—1))

~nmn—-1)---(n—(k—=1)(n—k)(n—(k+1))---2-1  nl
(n—k)n—(k+1)---2-1 (n— k)’
parak=1,2,....,n,yn=1,2,.... Asumiremos que 0! = 1, lo que permite escribir
P,o=(n) =1, n=20,1,...,
Poo =1,

y ademas,
Pn,n—l = Pn,n = ’ﬂ!,

mientras que, para k > n, P, = (n)r = 0. Es facil notar que el factorial n! crece
rapidamente conforme n crece. Por ejemplo,

20=2 3l=6, 4!=24, 5!'=120, 6!=720, 7!=5040,...
Una aproximacién 1til es dada a continuacién.

OBSERVACION 1.43 (Férmula de Stirling). Si n es un entero positivo,
n! &~ e "n"t1/2\/2r.

En efecto, es posible mostrar que,
n!

lim —— =2m.

n—oo e~ Mpnt1/2
RESULTADO 1.44. El mimero n! de permutaciones de n, satisface la relacion de
TeCUTTENCLA;

n!=n(n—1)} n=12,...,

con condicion inicial 0! = 1.
EJEMPLO 1.45. En R se dispone de las funciones factorial y 1factorial para el cilcu-

lo del factorial y su logaritmo, respectivamente. Adicionalmente, podemos llevar a
cabo el célculo de P, ; mediante la funcién prod, por ejemplo:

# 4-permutaciones de 6
> prod(6:3)
[1] 360
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# cdlculo usando factoriales
> factorial (6) / factorial (6 - 4)
[1] 360

Por ejemplo, podemos escribir una funcién en R para evaluar la formula de Stirling,
como:

# férmula de Stirling

> stirling <- function(n) {

+ val <- sqrt(2 * pi) * exp(-n) * n~(n + .5)
exact <- factorial(n)

rel <- abs(val - exact) / exact

attr(val, "error") <- rel

val

o+ o+ o+ o+

# aproximacién de 5!
> stirling(5)
[1] 118.0192
attr(,"rel")
[1] 0.016507

En algunos casos, no todos los objetos que se desea permutar pueden ser distingui-
dos. Por ejemplo, existe 3! = 6 permutaciones de las 3 letras ABB, a saber:
ABB, ABB, BAB, BBA, BAB, BBA.

Sin embargo, las dos B’s no son distinguibles. En efecto, las inicas permutaciones
distinguibles son ABB, BAB y BBA. De este modo, los distintos ordenamientos son

3! 6

ST A

pues disponemos un total de 3 letras, dos de ellas B y una A.

Para generalizar el concepto anterior, suponga un conjunto de n elementos parti-
cionado en r subconjuntos conteniendo ki, ks, ...,k elementos con n = ky + ko +
-+ -+ k.. El nimero de permutaciones de n objetos que incluye ki, ks, ..., k. objetos
indistinguibles, es dado en el siguiente resultado.

RESULTADO 1.46. El numero de permutaciones den tipos de elementos con ki, ks, ... k.

elementos, respectivamente, es dado por
n!

kRl kL

OBSERVACION 1.47. Es frecuente escribir My, k,,....k, usando el coeficiente multi-
nomial,

Mk,‘l,kg,.“,kr n = kl —+ kQ + .+ k-r.

" o
klka,"'vkr B kl'kQ'kr'

EJEMPLO 1.48. Calcular el nimero de permutaciones distintas con las cifras {4, 7,3,4,7,7, 3}.

De este modo,
|
7 _ 7! _ 5040 _ 910,
2,2,3 212131 2.2-6
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Para motivar ideas considere el siguiente ejemplo,

EJEMPLO 1.49. Suponga que se lanza 3 veces una moneda y registramos si el resulta
es cara (C) o sello (S). De este modo, obtenemos:

(C,C.C),(C,C,9),(C,S,0),(5,C.C),(C,S,95),(S,C,9),(S,5,0), (S, 5,5).
Es decir, tenemos 23 = 8 permutaciones con repeticién.
El siguiente resultado presenta el nimero de permutaciones con repeticiones.

REsuLTADO 1.50. El nimero de k-permutaciones de n con repeticion, denotada
como Uy, i es dada por:

thk ::nk.

EJEMPLO 1.51. Suponga el conjunto A = {1, 2, 3} y considere todas las 2-permutaciones
de A con repeticién

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3, 3).

Es decir, el total del 2-permutaciones de 3 cuando las repeticiones son permitidas
es dada por
Usp=3>=09.

EJEMPLO 1.52. Considere un grupo de k personas. ;Cudntas listas posibles se
pueden realizar con los dias de sus cumpleanos? En efecto, tenemos
365 - 365 - - - 365 = 365".
k veces
DEFINICION 1.53. Sea A = {a1,as,...,a,} un conjunto finito de n elementos. Una

coleccién (desordenada) de k elementos {a1,as,...,a.} cona, € A, r=1,2,... k
es llamada una k-combinacién del conjunto A, o bien una k-combinacién de n.

EJEMPLO 1.54. Considere el conjunto A = {1,2,3,4}, las 2-combinaciones de A
son las siguientes:

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}.

En efecto, {1,2} y {2, 1} corresponden al mismo conjunto y sélo difieren en el orden.
Mientras que, las 3-combinaciones de A corresponden a

{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}.

En R la funcién combn permite listar todas las combinaciones posibles tomadas
desde un conjunto con n elementos. Para el conjunto A, podemos listar las 2-
combinaciones y 3-combinaciones, como

# conjunto de indices
> a <- 1:4

> a

(11 1 2 3 4

# 2-combinaciones de 4

> combn(a, m = 2)
[,11 [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
[1,] 1 1 1 2 2 3

[2,] 2 3 4 3 4 4
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# 3-combinaciones de 4

> combn(a, m = 3)

[,11 [,21 [,3]1 [,4]
[1,] 1 1 1 2
[2,] 2 2 3 3
[3,] 3 4 4 4

RESULTADO 1.55. El ndmero de k-combinaciones de n, denotada por C,, . o bien
(Z) es dada por

_(n\ _nn-1)---(n—k+1) n!
Gt = (k) B k! T kl(n— k)

EJEMPLO 1.56. Un comité estd conformado por 12 miembros y el quorum minimo
para su funcionamiento es de 8 miembros. Deseamos saber en cuantas maneras
podemos constituir el comité de manera tal que tengamos el quorum minimo. De
ahi que, existe

8 814! 814! 24 ’

maneras de escoger 8 miembros. Por otro lado, suponga que deseamos conocer en
cuantas formas podemos tener quorum. Como tenemos quorum cuando tenemos 8,
9, 10, 11 o 12 miembros, el nimero de maneras en que se tiene quorum es:

Y ) e () () 4 (P) =495 4 220 4 664 12 41 = 704
8 9 10 11 12) ~ Y

maneras.

(12) 12! 8-9-10-11-12 11880

En R se encuentra disponible la funcién choose para el calculo de combinatorios, es
decir podemos obtener los resultados anteriores usando:

# quorum minimo
> choose (12, 8)
[1]1 495

# quorum, i.e. 8,9,10,11 o 12 miembros
> accum <- 0

> for (i in 8:12) {

+ accum <- accum + choose (12, i)

i)

> accum

[1] 794

El nimero C, , = (Z) es conocido como coeficiente binomial, y satisface la siguiente

relacién i y y i
(k) - k!(n;k)! - (nfk:)!(n; (n—k) <nk>

A continuacion se presenta una propiedad muy relevante del coeficiente binomial.

RESULTADO 1.57 (Tridngulo de Pascal). El nimero C, j, = (}), de k-combinaciones
de n, satisface la relacion de recurrencia

(- Go)
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para k=1,2,..., n=1,2,..., con condiciones iniciales

<7g> -1, n=01,...,
(Z)z(), k> n.

COROLARIO 1.58. El nimero C, ) = (Z), de k-combinaciones de n, satisface la
relacion de recurrencia

n =1
= =1,2,... =1,2,....
(k) Z(k—l)’ k: ? ) 7n7n ) )

r==k
Las definiciones anteriores permiten escribir el siguiente resultado.

RESULTADO 1.59 (Férmula del binomio de Newton). Sea a,b dos nimero reales y
n un entero positivo. Entonces

oo =35 (Dot

k=0
EJEmMpPLO 1.60. Un caso especial del teorema del binomio es

r -3 (0)

k=0

W) ) () G)

Esta formula es interesante pues representa el nimero de todos los subconjuntos
posibles que se pueden formar desde un conjunto con n elementos.

1.2. Fundamentos de Probabilidad

El objetivo de esta seccién es caracterizar el concepto de medir un conjunto. A
partir de este momento consideraremos que es posible describir, usando elementos
de teoria de conjuntos, el resultado de un experimento aleatorio. En efecto, considere
la siguiente definicién.

DEFINICION 1.61. El conjunto 2, de todos los resultados posibles de un experimento
aleatorio es llamado espacio muestral.

EJEMPLO 1.62. Considere los siguientes experimentos aleatorios.
(a) Lanzar una moneda, en cuyo caso 2 = {C, S}.
(b) Lanzar un dado. De este modo, Q = {1,2,3,4,5,6}.
(¢) Jugar al “cachiptin” (piedra/papel/tijeras), asi Q2 = {papel, piedra,tijeras}.
(d) Duracién de un articulo eléctrico. En este caso Q2 = [0, 00).

DEFINICION 1.63. Un evento (o suceso) es cualquier coleccion de resultados posibles

de un experimento aleatorio, esto es, cualquier subconjunto de 2 (incluyendo al
propio ).

Sea A C €, diremos que A ocurre si w € A con w € Q) un resultado asociado a un
experimento aleatorio. Evidentemente, w ¢ A si y sélo si A no ocurre.

Adicionalmente necesitamos definir una familia de conjuntos, tal que todo evento
A C Q, pertenezca al espacio de eventos, denotado por F. Es decir, F es conjunto
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de todos los subconjuntos posibles de €2. Esto es requerido pues, para todo evento
A € F deseamos asociar un numero entre cero y uno llamado probabilidad de A.
Considere las siguientes definiciones.

DEFINICION 1.64. Una coleccién de subconjuntos de Q es llamado o-dlgebra y es
denotada por F si satisface las propiedades:

(a) @ € F.

(b) SiAe F= A° € F.

(C) Si Al,AQ,"' 6f:>Ufi1Az eF

Note que @ C Q y Q = &, asi por la Propiedad (a) y (b) sigue que Q € F. Ademés,
si A1, As, -+ € F entonces Af, AS,--- € F y de este modo, |J;o; AS € F. Por las
leyes de De Morgan, tenemos

(U Af)c ~ N A
i=1 i=1
Es decir, tenemos que (o=, 4; € F.

OBSERVACION 1.65. Asociado a un espacio muestral £ puede haber muchas o-
algebras. Por ejemplo, la coleccién {@, 2} es o-dlgebra (minimal).

EJEmMPLO 1.66. Considere Q = {1,2,3}. Los siguientes subconjuntos de 2, json
o-dlgebras?

Fi1={2,0,{1},{2,3}},

Fo = {@7 Q, {1}’ {2}7 {173}’7 {2,3}’}'

Claramente se verifica que F; es una o-dlgebra, mientras que J» no.

DEFINICION 1.67. Sea €2 un espacio muestral y sea F un o-algebra, decimos que el
par (€, F) es un espacio medible. Si A € F decimos que A es medible.

DEFINICION 1.68 (Probabilidad). Dado un espacio muestral 2 y un o-dlgebra aso-
ciada F, una funcion de probabilidad P : F — R, satisface:

(a) P(A) > 0, para todo A € F.

(b) P(Q2) =1.

(¢) Si Ay, A, ... son mutuamente excluyentes, entonces

p ( G Ai) - i P(A;).

Sea (2, F) un espacio de medida y P una medida de probabilidad definida en F.
Entonces (2, F,P) se denomina espacio de probabilidad.

RESULTADO 1.69. Si P es una funcion de probabilidad y A es cualquier conjunto
en F, entonces

(a) P(@)=0.

(b) P(A) <1.

(c) P(A°) =1—-P(A).

DEMOSTRACION. Primero considere (c). Como A y A¢ son una particién de £,
sigue que
P(AUA®) =P(Q) =1,
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ademds AN A¢ = & son disjuntos, luego
P(AU A®) =P(A) + P(A°) = 1.

Como P(A€) > 0, (b) sigue desde (c). Finalmente, para probar (a) note que Q =
QU@ y como QN Y = I, tenemos

1=P(Q)=P(QU®O)=P)+P(2),

de este modo P(&) = 0. O
RESULTADO 1.70. Si P es una funcion de probabilidad y A, B € F. Entonces,

(a) P(BN A°¢) =P(B) —P(ANB).

(b) P(LAUB) =P(A)+P(B) - P(ANB).

(¢) Si AC B= P(A) <P(B).
DEMOSTRACION. Para notar (a) considere que para A y B conjuntos cualquiera

B=(BnA)U (BN A9
(pues B=BU (AN A°) = BU ). Luego,
P(B)=P{BNA}U{BNA°})=P(BNA)+P(BnNA°.
En efecto, (BN A)N(BNA°) =BN(ANA°)N B = @. Para probar (b), note que
(AUB)=AU(BNA°).
Ademas,
AN(BNA)=(ANAY )NB=2@NB=0.
Por tanto, sigue que
P(AUB) =P(A)+P(BNA°) =P(A)+ P(B) — P(AN B),
por parte (a). Si A C B entonces AN B = A. De este modo, usando (a) tenemos
0 <P(BNA° =P(B)—P(A),
y (c) es verificado. O
Como P(A U B) < 1, reagrupando términos tenemos
P(ANB)>P(A)+P(B) —1,

la desigualdad anterior es un caso particular de la desigualdad de Bonferroni.

EJEMPLO 1.71. En una cierta zona urbana, el 60 % de los propietarios estdn sus-
critos al diario y el 80 % estd suscrito al servicio de cable, mientras que el 50 % est4
suscrito a ambos servicios. Si un propietario es seleccionado al azar. ;Cudl es la
probabilidad de que esté suscrito al menos a uno de estos servicios?

Defina el evento A : un propietario estd suscrito al diario, y B : un propietario esta
suscrito al servicio de cable. Se desea calcular la probabilidad

P(AUuB)=P(A)+P(B)-—P(ANB)=0.64+0.8—0.5=0.9.
Ademis, jcudl es la probabilidad de que esté suscrito s6lo a uno de los dos servicios?
P[(ANB®)U(A°NB)| =P(ANB°)+PA°NB)=P(A)+P(B)—2P(ANB)
=0.6+08—-2-0.5=0.4.

RESULTADO 1.72. Si P es una funcion de probabilidad. Entonces,
(a) P(A) =>.2, P(ANGC;) para cualguier particion Cy,Ca, . . ..
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(b) P(Us2; 4i) <352, P(A;) para conjuntos A1, As, ... cualquiera.'

DEMOSTRACION. Dado que C4,Cs, ... forman una particién, tenemos C;NC; = @
para todo i # j y Q = s, C;. De ahi que
a=ane=an(lJa)=UwuUnc.
i=1 i=1

De este modo,
P(A):P(U (ANC;) ) ZP (ANC;)
i=1

pues, dado que los C;’s son disjuntos, tambien lo es la secuencia {ANC;}2,.

Para establecer (b) se construye una coleccién disjunta A7, A%, ... tal que

Ot - Clae
i=1 i=1
Defina A}, como

Al = Ay,

A;‘:Ai—(i_UlAj), i=2,3,...,

j=1

donde A — B = AN B¢ denota la diferencia entre conjuntos. Podemos notar que
Uis, Af = U2, As, luego

P(DAi)P(GAZ‘)iP(A;‘),

s los A" son disuntos. B cfecto
Arnap={A; - (JUiAJ)} n{ai- (jLJiAj)}
~fan(Ua))nfan(Ua))
- Lan (;@A;)}H{AW (’EA;)},

si7 > k entonces la primera interseccién estd contenida en Af,, luego esa interseccién
serd vacia. Si ¢ < k el argumento es similar. Ademads, por construcciéon A} C A; de
modo que P(A}) < P(4;). Por tanto,

>p(an = )P

estableciendo el resultado. O

1Esta es conocida como la desigualdad de Boole.
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OBSERVACION 1.73. Usando la desigualdad de Boole, tenemos

P () < Yopoas),

y como UAS = (NA4;)° y P(AS) =1 — P(4;), tenemos

7

1—P(ﬁAi) <n-Y P(4)),

es decir . :
P (M 4:) =D P(A) — (n 1),

i=1 i=1

que es conocida como la desigualdad de Bonferroni.
1.2.1. Espacios muestrales finitos. En esta seccién consideraremos que
Q= {w17w27' .. 7(*}71}’

para caracterizar P(A) supondremos eventos elementales, es decir A = {w;} v defi-
nimos p; = P({w;}) la probabilidad de {w;} tal que,
(a) p;>0,i=1,...,n.
(b) pr+p2+--+p,=1
Suponga ahora que A = {wj,,...,w;,} estd formado por r elementos de €, luego
P(A) =pj, +--+pj..

Adicionalmente, supondremos que cada {w;} es igualmente probable. Entonces,

pi= P} = -

Luego, para un evento A = {wj,,...,w;, } sigue que
r
P(A) = —
(=",
o bien,
N(A
Pa) = N
N(€2)

con N(A) la cardinalidad del conjunto A. Debemos resaltar que esta no es una
definicién general, sino que apropiada sélo bajo el supuesto de espacios muestrales
finitos y equiprobables.

EJEMPLO 1.74. Se lanza un dados dos veces. Considere los siguientes eventos:

A : la suma de los resultados es menor o igual a 3.
B : el resultado del primer lanzamiento es impar.

Primeramente, describiremos el espacio muestral asociado al experimento, es decir:
0 =1{1,2,3,4,56} x {1,2,3,4,5,6}.
Luego,
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Ademas,
1 18 2 19
P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB) = &5 + 30 — = = .
1 11
¢ = 1 — = 1 _—_— = —,
P(A°) P(A) 5= 10

EJEMPLO 1.75. En un lote de 50 ampolletas hay 2 defectuosas. Se extraen 5 de ellas
al azar sin reemplazo. Hallar la probabilidad de que al menos una sea defectuosa.
De este modo, considere el evento A : existe al menos una ampolleta defectuosa
en las 5 extracciones. De ahi que A¢ : corresponde al evento: ninguna ampolleta es
defectuosa. Entonces,

48 47 46 45 44

PIAY) = = o = T I = 0.9600 - 0.9592 - 0.9583 - 0.9574 - 0.
(A°) = =5 10 18 77 16 — 09600 0.9592 - 0.9583 - 0.9574 - 0.9565

= (0.8082.

Asi, P(A) =~ 0.2. Note que una manera alternativa de calcular esta probabilidad es
usando combinatorios. En efecto,

P(A°) (")) 1712304

= (550) = 5118760 — 0.8082.

EJEmMPLO 1.76 (Problema del cumpleafos). Para introducir ideas, suponga que
existe 50 personas en una sala y que deseamos determinar la probabilidad de que al
menos un par de personas tengan la misma fecha de cumpleafios.” Para abordar el
problema, sea A el evento de que 2 personas tengan cumpleanos en dias diferentes,
entonces:

oy - 305, 304
365 365
Considere ahora que escogemos una tercera persona, es decir, para el evento B :
que 3 personas tengan cumpleanos en dias diferentes, es dado por
365 364 363
PA) = 36 365 365"
Suponga, un poco mas generalmente, un grupo de k personas y suponga que se
desea calcular la probabilidad de que al menos 2 personas cumplan anos el mismo
dia. Primeramente defina el evento Ay : k personas tienen sus cumpleanos en fechas

diferentes. Como el afio tiene 365 dias, el niimero de cumpleanos posibles es 365".
Asi,

P(A )_(365)k_365-364---(365—k+1)_ 365! 1
M 365k 3655 ~ (365 — k)! 365F”
y por la regla del complemento,
(365)s
P(AY) =1— .
(40 365+

Es decir, por ejemplo

k ‘ 10 15 20 25 30 35 40 45 50
P(Ai)‘0.117 0.253 0.411 0.569 0.706 0.814 0.891 0.941 0.970

2No consideraremos el 29 de febrero para este problema.
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El siguiente fragmento de cédigo construye el siguiente grafico:

# secuencia con el nimero de personas
k <- 1:100

v

probabilidad de que k personas cumplan anos en fechas diferentes
diferentes <- function(k) {

p <- choose (365, k) * factorial(k) / 3657k

P
}

+ + + Vv o

# construyendo la tabla anterior

> probs <- 1 - diferentes (k)

> cuales <- seq(10, 50, by = 5)

> probs[cuales]

[1] 0.1169 0.2529 0.4114 0.5687 0.7063 0.8144 0.8912 0.9410 0.9704

# despliega el grafico en la Figura 2
> plot(k, probs, type = "1", xlab = "Nimero de personas",
+ ylab = "Probabilidad")

1.0

0.8

Probabilidad
0.6

0.4

0.2

0.0
|

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

NUmero de personas

Figura 2. Probabilidad de que dos personas en un grupo tengan
cumpleanos el mismo dia como una funcién del nimero de personas
en el grupo.
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1.2.2. Probabilidad condicional. Para introducir ideas, considere un lote
con 80 articulos sin defectos y 20 defectuosos y suponga que se selecciona 2 articulos
(a) con substitucién, y (b) sin substitucién. Defina los eventos:

A = {el ler articulo es defectuoso},

B = {el 2do articulo es defectuoso}.

Cuando escogemos con substitucién, tenemos:

20 1

P(A)=P(B)=— = —.

(A)=PB)=15:=%
Cuando escogemos sin substitucién, tenemos que:
20 1
( ) - 1700 - ga

pero, jcambia P(B)?
DEFINICION 1.77. Si A y B son dos eventos en 2 y P(B) > 0, entonces la probabi-
lidad condicional de A dado B, escrito P(A|B) es
P(AN B)

P(B)
Note que P(B|B) = 1, es decir, B “actua” como 2. En efecto, como A = AN Q,
tenemos

P(A|B) =

P(ANQ)

P(2)
La ocurrencia de A es calibrada con relaciéon a B. En particular, si AN B = @,
entonces

P(A) = P(AQ) =

P(A|B) =P(BJA) =0.
En el ejemplo anterior, se desea calcular P(B|A) = 19/99, pues si A ya ha ocurrido
s6lo quedan 19 defectuosos entre los 99 articulos.
Reexpresando la probabilidad condicional, tenemos
P(AN B) = P(A|B)P(B),
o bien
P(ANB) =P(B|A)P(A).
Las expresiones anteriores permiten “contornar” célculos complicados, usando®
P(B|A)P(A
o) - PELPE)

OBSERVACION 1.78. El espacio de probabilidad definido por F N B permite notar
que P(A|B) es una funcién de probabilidad, es decir satisface:

(a) P(AIB) > 0.
(b) P(22|B) = 1.
(c) Para {A,},>1 sucesién disjunta

P ( f_j An|B) - i P(A,|B).

3Esto es un caso particular del Teorema de Bayes.
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RESULTADO 1.79 (Probabilidad total). Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y
sea C1,Ca, ..., una particion contable de Q tal que P(C;) > 0, Vi. Entonces, para
todo A € F,

o0

P(A) =) " P(A|C) P(Cy).

=1

DEMOSTRACION. Como los C;’s forman una particién tenemos que

A:AML#m(GQ):GMﬂQ)
i=1 i=1

Ademas,
o0 oo

P(A) =) P(ANC) =) P(A|C) P(Cy).
O

RESULTADO 1.80 (Teorema de Bayes). Sea (2, F,P) espacio de probabilidad y sea
{Ci}i>1 particion contable de Q con P(C;) > 0, Vi. Entonces, para todo A € F,
tenemos que
P(A|C;) P(Cy)
P(Ci|A) = == :
()= S plaicn Pl

siempre que P(A) > 0.
DEMOSTRACION. Tenemos que

P(Ci|A) P(A) = P(A[C:) P(Ci),

ast
_ P(A|Ci) P(Ci)
P(CilA) = TR P(4) >0,
desde el Teorema de probabilidad total, sigue que
P(A|C;) P(C;
(o) — — PAIC)P(C)

Yy P(AICE) P(Cr)
O

EJjEMPLO 1.81. Considere un lote de 20 articulos defectuosos y 80 sin defectos,
desde los que se escoge 2 articulos sin reemplazo. Sea
A = {el ler articulo es defectuoso},

B = {el 2do articulo es defectuoso}.

Para calcular P(B) podemos hacer

191 204
P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A®)P(A°) = —— 4 = _
(B) = P(BIA) P(A) + P(BIA7) P(A%) = 5o = + oo =

11 1
=-—(1 20-4) = —.

599(9+0 ) )
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1.2.3. Independencia estadistica. Hasta el momento hemos manipulado
situaciones donde los eventos A y B estdn relacionados. A continuacién se introduce
un concepto clave en estadistica que permite caracterizar que dos o més eventos no
tienen relacién.

DEFINICION 1.82. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sean A, B € F. Se
dice que A y B son independientes si y solo si

P(An B) =P(A)P(B).

Naturalmente podemos entender la independencia del siguiente modo: “la ocurren-
cia de un evento B no tiene efecto en la probabilidad de otro evento A”. Es decir,

P(A|B) = P(A).
Note tambien que,

o= PP _PUPE)

es decir, la ocurrencia de A no tiene efecto en B.

EJEMPLO 1.83. Se tienen tres urnas, la primera con 2 bolas blancas y dos bolas
negras, la segunda con dos bolas blancas y una negra y la tercera con tres bolas
negras y una blanca.

Suponga que se extrae una bola de cada urna, jcudl es la probabilidad de que
las tres bolas sean blancas? Para llevar a cabo este cdlculo, defina el evento B; :
extraer una bola blanca de la i-ésima urna, i = 1,2,3. De este modo, asumiendo
independencia obtenemos

11

P(By N By N Bs) = P(By) P(By) P(B3) =

12
23 12°
Ahora suponga que se extrae una bola de una urna al azar, jcuél es la probabilidad
de que sea blanca? Defina los eventos,

U; : la bola extraida proviene de la i-ésima urna, i = 1,2, 3.

B : extraer una bola blanca.
Luego,

3
P(B) = Z P(B|U;) P(U;) =

i=1

117

L2111
33 43 36

N |
W

Si se sabe que la bola extraida es de color blanco, jcudl es la probabilidad de que
haya sido extraida de la urna 1?7 En efecto, deseamos calcular

_P(UinB) PBIUYPU) 35
PR ="em ~ e L

L
17
RESULTADO 1.84. Si A y B son independientes, entonces los siquientes pares tam-
bién son independientes
(a) Ay Be.
(b) A€ y B.
(c) A¢ y B°.
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DEMOSTRACION. Para probar (a), note que
P(ANB®) =P(A) —P(ANB)=P(4) —P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B))

= P(A) P(B°).
Partes (b) y (c) son andlogas y se dejan de ejercicio para el lector. a
DEFINICION 1.85. Una coleccién de eventos Aq, As, ..., A, es mutuamente inde-
pendiente si para cualquier subcoleccion A;,, ..., 4;,, tenemos

P (ﬁ A) = ﬁ P(A,,).
j=1 j=1

EJEMPLO 1.86. Se lanzan 3 dados de distinto color: blanco, rojo y negro ;Cudl es
la probabilidad de que el dado blanco salga 3 y los otros dos no? Considere A, B y
C los eventos

A : resultado del dado blanco es 3,

B : resultado del dado rojo es 3,

C : resultado del dado negro es 3,
tenemos P(A) = P(B) = P(C) = 1/6 y se pide calcular

155 25

P(ANB°NC°) = PA)P(BY) P(CY) = 22 = o

EJEMPLO 1.87. Suponga que se lanza un dado en dos oportunidades de forma
consecutiva. Note que los resultados posibles pueden ser expresados por el conjunto,

{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6),
(4,1),(4,2),(4,3), (4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4), (5,5), (5, 6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}.

Ahora, suponga X una variable asociada al evento: La suma de las caras de un
dado en dos lanzamientos consecutivos. Podemos escribir la siguiente tabla con las
probabilidades asociadas a cada uno de los resultados que puede adoptar X, es
decir:

x| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X =x) | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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Asimismo, podemos considerar el siguiente grafico,

0.05
I

0.00

Figura 3. Grafico de la funcién de probabilidades asociada a la

variable X.

i
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10 11 12
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donde se aprecia que las probabilidades asociadas a variable X adoptan un compor-
tamiento gobernado por una ley, tépico que serd el interés del siguiente capitulo.






Capitulo 2

Estadistica Descriptiva

La importancia de los contenidos presentados en este capitulo es esencial. A partir
del trabajo de Tukey (1977), se ha hecho manifiesta la necesidad de organizar la in-
formacion disponible de manera apropiada a través de graficos, asi como en medidas
de resumen tanto univariadas como multivariadas, esto es, cuando disponemos de
miultiples variables o caracteristicas de interés. Primeramente, se definird algunas
estadisticas de resumen, para luego extender las ideas a dos variables e introducir
el importante concepto de correlacion. Se presentardn también las ideas béasicas
de estadisticas descriptivas en el contexto multivariado. La exposicion finaliza con
algunas recomendaciones sobre despliegues graficos de uso frecuente.

2.1. Estadisticas de Resumen

2.1.1. Medidas de Posicién. Se introduce una serie de medidas que per-
miten resumir un gran volumen de informacién y cuantifican el valor central de un
conjunto de datos.

DEFINICION 2.1 (Media muestral o promedio). Sea z1,...,z, valores muestrales.
Se define el promedio o media muestral como:
n
_ 1 1
x:f(x1+-~-—|—xn):fg x;. (2.1)
n n <
=1
Suponga que la observacion i-ésima, digamos x;, se repite n; veces. Entonces tene-
mos que
1 n n
n -
i=1 =1
donde f; = mn;/n es la frecuencia relativa. Considere “pesos” o ponderaciones
w1, ...,w, asociados a las observaciones 1, ..., Z,. En este caso tenemos,

n

1
T==n—— Z Wiy, (2.3)

Zj:l w] i=1

si consideramos la proporcién
wj

Pi= —=f7——
' Z?:l (.(.)j’

entonces podemos re-escribir (2.3) como

n
T = E DiTi.
i=1

Note que el promedio en Ecuacién (2.2) es un caso particular donde ), f; = 1.

i=1,...,n,

33
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EJeEmMPLO 2.2. Considere el conjunto de datos {1,2,2,2,3,3,8}. Tenemos n =7,y
7
D mi=1+3-2+2-3+8=21,
i=1
asi T = 21/7 = 3. Note también que el grifico de tallo y hoja, adopta la forma:

0 ~J O Ui W N =

EJempLO 2.3 (Datos de accidentes). Suponga el siguiente conjunto de datos:

Numero de Frecuencia
accidentes (x;) (n;) n;T;
0 55 0
1 14 14
2 5 10
3 2 6
4 0 0
Total 76 30

De este modo, T = 30/76 = 0.395 es el nimero promedio de accidentes.

Considere que el conjunto de observaciones z1,...,x, es ordenado de menor a
mayor como:

x(l), .%'(2), N 7:L‘(n),
tal que z(1) < x) < -+ < (p), donde z(;) se denomina la k-ésima estadistica de
orden.

DEFINICION 2.4 (Mediana). Sean T(1),---,T(n) Observaciones ordenadas. Si n es
impar, entonces la mediana se define como la observacion central, es decir

me = Z((n+1)/2)

en el caso que n sea par, entonces

me = %(%/2) + Jf(n/ul))-

OBSERVACION 2.5. En ocasiones escribiremos me(x) para indicar cual es el conjunto
de datos sobre el que se calcula la mediana.

DEFINICION 2.6 (Moda). La moda o valor modal es el valor observado con la mas
alta ocurrencia.
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OBSERVACION 2.7. Respecto de las medidas de tendencia central introducidas an-
teriormente podemos apreciar que:
e El promedio puede verse fuertemente afectado por datos atipicos.

e La mediana “divide” el conjunto de datos en dos, es decir, el 50 % de los
datos estdn por debajo de la mediana, mientras que el 50 % se encuentran
por sobre este valor.

e En general, la moda no es Unica y puede no existir.

e Es interesante notar la diferencia entre la complejidad de cédlculo del pro-
medio versus el de la mediana.

OBSERVACION 2.8 (Otras medidas de tendencia central). Sea f(x) cualquier funcién
de nimeros reales. Entonces podemos definir

?:%if(ﬂfi):%(f($1)+"'+f($n))-
i=1

Los siguientes casos particulares son de interés:

(a) Média cuadrdtica. Considere f(z) = 2. Entonces se define la media cuadrati-

ca, () como:
1 n
Z 2
i=1

(b) Média armdnica. Sea f(x) = 1/x. Entonces, decimos que H es la media

armonica si
n

1 1/1 1 1 1 1
7:,(74,_74'_...4_7):, -
H n\zy a9 Ty n =

Es decir, H es el inverso de la media aritmética de los inversos de los valores

observados. De donde sigue que,

H=_—_"

i Vi
(¢) Média geométrica. Considere f(z) = logz. Entonces la media geométrica
G es definida por la férmula

n n -

1 1<
longf(logx1+-~-+logxn> :begmi. (2.4)
=1
Es decir,
n 1/n
i=1

OBSERVACION 2.9. Un procedimiento bastante usado para el célculo de la média
geométrica es obtener la média aritmética dada en la Ecuacién (2.4), y luego con-

siderar
1 n
G = <— g 1 1)
exp P ogx

Sin embargo, este método aunque correcto, puede inducir algunos errores en la
precision de los resultados. Una alternativa que intenta corregir esta situacién, es
basada en el trabajo de Graillat (2009), quien propuso un esquema compensado
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para la evaluacién de productos utilizando un mecanismo de multiplicacién y suma
fundidas (FMA). La biblioteca fastmatrix (Osorio y Ogueda, 2022), contiene una
implementacion de la média geométrica usando este enfoque. El siguiente ejemplo,
con comandos en R ilustra el uso de la funcién geomean.

# introduciendo datos en la consola de R
> x <- c¢(2.2, 0.3, 0.5, 0.4, 0.2, 1.9)

# cargando biblioteca ’fastmatrix’

> library(fastmatrix)

> geomean (x)

[1] 0.6072855

> exp(mean(log(x))) # equivalente a ’geomean’
[1] 0.6072855

2.1.2. Medidas de Dispersién. Considere los conjuntos de datos:
D, = {10, 20, 30}, D, = {5,5,20, 35,35}, D3 = {20, 20, 20}.

Tenemos los graficos de tallo-y-hoja:

Datos D;: Datos D>: Datos Djs:
5 5 | * * 5
10 | * 10 10
15 15 15
20 | * 20 | * 20 | ¥ * F
25 25 25
30 | * 30 30
35 35 | * * 35

SeaT; y me; el promedio y la mediana asociada al conjunto de datos D; (j = 1,2, 3).
Entonces,

1 60
71 = 5(10 4204 30) = 5 = 20,

1 100
Tp=(254+20+2:35) = — =20,
3-20

Ademds, me; = 20 para j = 1,2, 3. Es decir, tenemos tres configuraciones de datos
con valores centrales idénticos.
Esto motiva la introduccién de medidas que permitan caracterizar la variabilidad o
dispersion de un conjunto de observaciones. Algunas medidas simples corresponden
a los cuartiles. En efecto, sea Q1 y Q3 las medianas de la mitad inferior y superior
de los datos, respectivamente. Entonces, esto lleva a definir la siguiente medida de
dispersion:

IQR = Q3 — Qu,
el que es conocido como rango intercuartilico. Es interesante notar que algunos
software estadisticos (por ejemplo, R/S-Plus, Stata, entre otros) reportan:

2. n 2 n
mln{xi}izlv Q17 me, Q3a max{xi}izl'
Asi, también podemos considerar el rango de la muestra como

R = méx{z;};) —min{z;};'" ) = 23, — 2(1).
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Por otro lado, se ha sugerido utilizar subdivisiones més finas que los cuartiles. Por
ejemplo, considere subdividir los datos ordenados (1), z(2),...,T(n) €n secciones
de 100 %, llamados percentiles. Precisamente, si disponemos de los datos ordenados
T(1),T(2),- -+, T(n), entonces el percentil de orden j (1 < j < 100) estd dado por:
Pj = z(j(n+1)/100)- (2.5)
Debemos notar ademés que, el primer cuartil Q corresponde al percentil 252, mien-

tras que la mediana (o 2° cuartil, Q3) representa el percentil 50° y Q3 corresponde
al percentil 75°.

EJjercicio 2.10. Considere el conjunto de datos = (4,7,18,1,7, 13,2)—r y su-
ponga que deseamos calcular Pr5 y el rango intercuartilico IQ R. Primeramente es
necesario ordenar el conjunto de datos:

(1), 2(2), T(3) T(a), T(5)> T(6)> T(ry) | = (1,2,4,7,7,13,18) .

Disponemos de n = 7 datos, luego para obtener el ler y 3er cuartiles podemos usar
la férmula del percentil en (2.5). En efecto,

Q1= P = Z(25.(741)/100) = L(1.8/4) = L(2) = 2,
Q3 = Pr5 = T(75.(741)/100) = T(3.8/4) = T(6) = 13.
De este modo, IQR=Q3 — Q1 =13 —2=11.

DEFINICION 2.11 (Varianza muestral). Considere x1,za, ..., z, valores observados,
se define su varianza muestral como:

s2 = ! zn:(xi—f)2. (2.6)
i=1

n—1

Note que s? corresponde a un “promedio” de los desvios al cuadrado con relacién
a la media. También se suele anotar s2 o bien var(z).

Aunque en ocasiones es recomendable dividir la suma de cuadrados en (2.6) por n.
En el capitulo sobre inferencia veremos la razén de utilizar n — 1.

OBSERVACION 2.12. s = V52 se denomina desviacién estdndar.

Basados en Ecuacién (2.6) podemos definir otras medidas de dispersién:

o Desviacion absoluta en torno de la media

I _
EZW — . (2.7)
=1
e Desviacion absoluta en torno de la mediana
1 n
- Z |z; — me]|. (2.8)
=1
OBSERVACION 2.13. En general podemos considerar, por ejemplo:
1 n
o(T) = 3" hia; — T(@)),
i=1
donde T(x) es alguna estadistica de la muestra @ = (z1,...,2,)'. Note que si

T(x) =Ty h(z) = 22, obtenemos la varianza. Mientras que para T(z) = me y
h(z) = |z| obtenemos (2.8).
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De este modo, podemos definir el r-ésimo momento centrado en torno de a, como

My(a) = = S — )" (2.9)

PROPIEDAD 2.14. A continuacién se describen una serie de propiedades del prome-
dio y la varianza de un conjunto de datos observados.

(a) Y1 (x; —T) = 0. En efecto,
(zi — ) :Z%‘ —ZTZZCEi—nE:nE—nEZO,
i= i=1 i=1 i=1

(b) (Férmula de Koning)

1

n n n n
Z(xi —-7)% = Z(mf — 22,7+ 7%) = fo - 2?21‘1- + nz?
i=1 i=1 i=1 i=1
:Zx?—nEQZZmE—E<ZCEi> (2.10)
=1 =1 =1

¢) T es el valor que minimiza la funcién S(a) = >+, (z; —a)?. En efecto, note
1=1

que
iS(a) = i i(:z: —a)? = —Qi(m —a)
da ~ da ! p ! ’
resolviendo la condicién de primer orden, tenemos
i=1
desde donde sigue que @ = Z. Ademaés
d? " d
@S(a) = 72; a(z, —a) = 2n,

y como la segunda derivada es positiva (para cualquier valor de n), obte-
nemos que T es minimo global.
Una manera alternativa para probar este resultado puede ser obtenida
mediante notar que
n n
Sla) =S @i —a)? =S (@ —7) + (T —a)}?

i=1

Il
-

(@i~ +2T—a)» (2 —T) + Z(z —a)?

=1

Il

I
—

K2

Por la propiedad en (a) y notando que el término (Z —a)?

la, suma. Obtenemos

es constante para

n

S(a) = Z(wl —7)% +n(T —a)?,

i=1

y de este modo, resulta evidente que S(a) alcanza su minimo para a = T.
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Sea x1,xa,...,x, vy considere la transformacion
y; = ax; + b.
Entonces
y=ax+Db, sz =a%s2.

Es facil notar que,

I 1 ¢ LN
y=n;yi=nZ(awi+b)=n(“;xi+b)

i=1
—a(lix-)—i—b—afﬁ-b
- et ' - .

Mientras que

1
2 _ § L \2
Sy_?’l—l (y’L y)7

i=1
como y; — Y = ax; + b — (aT + b) = a(x; — T), sigue que
1 n

B S0 = g D ale - 7))

i=1

n

1
=a? Z(xl —7)% = a?s2.

n—1
i=1

En particular, si (que corresponde a una estandarizacion del conjunto de
datos x1,...,%n)

Entonces Z = 0 y s2 = 1. En efecto, en la Propiedad 2.14 (d) basta hacer
a=1/syb=7T/s.

Sea x1,...,x, un conjunto de n observaciones. Considere aplicar la trans-
formacion

ylzg(xl)7 izla"'ﬂ%

con g(-) funcién dos veces diferenciable y suponga que utilizamos una apro-
ximacion de Taylor de primer orden en torno del promedio. Es decir,

9(z;) = g(T) + ¢' () (x; — T).
De este modo, § = g(x), y

n

SY )~ > {g@) + g/ @) — 7))

i=1

g9(x)

S|

=g9(@) + ' @)= > (: —T) = g(T).
=1
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Mientras que,

5y = L 2 (o) —g(@)" ~ ! - Z (9(x:) — 9(@))”
= . 72 (9@ + ¢ @@ —7) - 9(@))"
IR N2 ez L o
= > (@@ —7) = {g @) —7 > (@ ~7)
i=1 i=1
= {g'(@)}*s2.

Para g(x;) = ax; + b una transformacién lineal, tenemos ¢'(z;) y luego, se
recupera los resultados dados en el item (d). Por otro lado, si consideramos
una aproximacién de Taylor de segundo orden (en torno de ),

7+ 9@

v~ g(@) + g (@) (@i = 7) + "= (2 = 7)°.
Obtenemos y ~ ¢(T) + g" (Z)s2 /2.
EJsempLo 2.15. Considere un conjunto de datos 1, ..., z,. Verifique que
1 n n
2_ - 2
T 2n(n—1) ;;(x ;).

Es facil notar que
(20— ;)2 = (2 = 7) — (@) — 7)) = (2, — ) + (&; — 7)° — 2z, —T)(w; — 7).

De este modo,

2. (wimm =3 ) (@i =%+ (2 =7 = 2Aa: ~ F)(w; ~7)}
=n (=m0} (o =) =23 (@ —7) Y (35— 7).

Usando la Propiedad 2.14 (a), tenemos Y . (z; — %) = 0 (y andlogamente para
> i (xzj —T) = 0), luego

ZZ((EZ —x;)? =2n Z(xl —7)%
i=1 j=1 i=1
Lo que lleva a
1 n 1 n n
2 _ 2 2
s = n—1 ;(xl ZL’) 2n(n _ 1) ;;(SEZ x])

que es el resultado deseado.

PROPIEDAD 2.16. La mediana es el valor que minimiza la funcién

n

Qa) =Y |w; —al.

i=1
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DEMOSTRACION. Podemos escribir,

Q@)= (zi—a)— Y (z;—a),

x;>a z;<a

==> 1+ > 1,

T;>a z;<a

asi

resolviendo la condicién de primer orden d Q(a)/da = 0, tenemos

21:21 = a = me,

Ti>a z;<a

por la propia definicién de mediana. O

OBSERVACION 2.17. Recuerde que
z = signo(z) - |z|.

De este modo, signo(z) = z/|z| (o bien |z| = signo(z) - z). En efecto, tenemos que
d
d—|z| = signo(z), para z # 0.
z

Por tanto, una forma alternativa de escribir d Q(a)/da es

n
a) = Z signo(z; —
i=1

es decir

;signo(aci Zl — a\ Zwl x; —a), (2.11)

donde w;(a) = |z;—a|~! (Ecuacién (2.11) es un promedlo ponderado). Sin embargo,
resolver la condiciéon de primer orden

sz =0, (2.12)

con relaciéon a a es bastante dlflcll. Una alternativa es considerar el Algoritmo 1
presentado a continuacién.

Debemos destacar que la etapa de actualizacién dada en la Ecuacién (2.13), equivale

a resolver .
Zwi(ao)(xi —a) =0,

con relacion a , que es muchlslmo mas simple que resolver (2.12) pues ahora las
ponderaciones wz(ao) estdn fijas.

“ 7
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Algoritmo 1: Célculo de la mediana usando un procedimiento basado
en promedios iterativamente ponderados.

Entrada: Conjunto de n datos = (x1,...,2,) ', una aproximacién
inicial, ag (por ejemplo, ap = T) y un valor de tolerancia
(=1-1079)
Salida : Aproximacién para el valor de la mediana, @ = me.
1 begin
2 Calcular
wi(ao)&#, i=1,...,n.
i — ao|
3 Actualizar:
1 n
ayp =

= > wi(ao)m;.
22‘;1 wj(ao) = ' '

a if |a; — ap| < tolerancia then
5 ‘ return me = ay, y detener el algoritmo.
6 else
7 hacer, ag + a1
8 volver a Paso 2.
9 end
10 end

OBSERVACION 2.18. ;Qué deficiencias presenta el Algoritmo 17
e Este algoritmo converge a la mediana (aunque su velocidad de convergencia
puede ser bastante lenta).

e En la convergencia, digamos @ = me, tendremos exactamente un “peso”
w; (@) indefinido (;Ud. podria ‘adivinar’ cudl?).
e Una alternativa para el punto anterior es usar que’
z
Por tanto, “cerca” del éptimo (@ = me) podemos considerar los pesos mo-

dificados:

signo(z) =

~ 1

wi(a) = \/W’

i=1,...,
EJeEMPLO 2.19. Considere el siguiente conjunto de datos:
x = (2.40,2.70,2.80, 3.03, 3.40, 3.70, 28.95) T .

Evidentemente el valor 28.95 es una observacién que se destaca y puede ser con-
siderada como atipica. Los valores de la media muestral y el desviacion estandar
estdan dados por T = 6.711 y s, = 9.816, respectivamente. En efecto, es posible
especular que el valor de la media muestral no representa una buena estimacién del

1Aproximacién que mejora conforme € — 0.
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centro de los datos. Suponga que z denota el conjunto donde hemos eliminado el
valor “sospechoso”de 28.95. En este caso obtenemos,

18.03 1.14075
= —— = 3.005, =
6 % 5
con s, = 0.4777. Mientras que, cuando calculamos el valor de la mediana para

ambos conjuntos de datos obtenemos

w

= 0.2282,

~2.80+3.03
B 2

Es decir, la mediana es un procedimiento muy apropiado para cuantificar el valor
central de un conjunto de datos en presencia de observaciones aberrantes o atipicas.
Se dice entonces que la mediana es una estadistica robusta.

me(x) = 3.03, me(z) = 2.915.

Por otro lado, una alternativa robusta a la desviacion estandar se conoce como la
desviacion mediana absoluta (MAD), que es definida como:

MAD(z) = me(|x — me(x)]).
Evaluando esta cantidad para los conjuntos de datos x y z, obtenemos

MAD(xz) = me{0.63,0.33,0.23,0.00,0.37,0.67,25.92} = 0.37

0.215 + 0.485
MAD(z) = me{0.515,0.215,0.115,0.115,0.485,0.785} = + =0.35.
Para hacer el MAD comparable con la desviacién estandar, se define el MAD nor-

malizado como: MAD(z)
T
MADN(@) = =55745
De este modo, obtenemos MADN(x) = 0.5486 mientras que MADN(z) = 0.5189.
Comparativamente con s, = 0.4777, claramente MAD no se ve influenciado fuerte-
mente por la presencia de observaciones atipicas. A continuacién presentamos un
fragmento de comandos en R para el cdlculo de algunas estadisticas de resumen:

# introduciendo datos en la consola de R

> x <- c(2.40, 2.70, 2.80, 3.03, 3.40, 3.70, 28.95)
> x

[1] 2.40 2.70 2.80 3.03 3.40 3.70 28.95

# removiendo la 7a observacioén

> z <- x[-7]

> z

[1] 2.40 2.70 2.80 3.03 3.40 3.70

# cdlculo de la media muestral
> mean (x)

[1] 6.711429

> mean(z)

[1] 3.005

# cdlculo de la mediana
> median (x)

[1] 3.03

> median(z)

[1] 2.915
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# cdlculo de la desviacién estandar
> sd(x)

[1] 9.815978

> sd(z)

[1] 0.4776505

En R estd disponible la funcién mad, para el calculo del MAD o de su versién nor-
malizada.

# cdlculo del MAD

> abs(x - median(x))
[1] 0.63 0.33 0.23 0.00 0.37 0.67 25.92
> sort(abs(x - median(x)))

[1] 0.00 ©0.23 0.33 0.37 0.63 0.67 25.92

> mad(x, constant = 1) # MAD
[1] 0.37

> mad(x) # MAD normalizado
[1] 0.548562

> mad(z, constant = 1)
[1] 0.35

> mad(z)

[1] 0.51891

DEFINICION 2.20 (Coeficiente de variacién). Este coeficiente es una medida que
compara la desviacion estandar con el promedio de una muestra y es definido como

CV = s/z, T # 0.

El coeficiente es particularmente 1til para comparar dos o més muestras (o grupos).
Un valor pequeno para el CV estd asociado a una muestra homogénea.

OBSERVACION 2.21. CV es una medida adimensional. Debemos resaltar que, en
Econometria, 1/ CV es conocido como razdn de Sharpe.

2.1.3. Calculo del promedio y varianza muestrales. Es interesante no-
tar que una mala implementacién computacional puede hacer que un buen algoritmo
sea inutil. Un ejemplo de esto son las pobres implementaciones para el calculo de
estadisticas bdsicas que son ofrecidas en Microsoft Excel. En efecto, McCullough
y Wilson (1999, 2002, 2005) reportan una serie de falencias de los procedimientos
estadisticos presentes en Excel. Por otro lado, software estadistico como R (?), o
bien hojas de calculo como Gnumeric? disponen de algoritmos confiables (ver, por
ejemplo, Keeling y Pavur, 2007).

La definicién de la varianza muestral dada en la Ecuacién (2.6) permite sugerir
un algoritmo en 2-pasos para el cdlculo de s? (ver Algoritmo 2). Aunque se ha
demostrado que este es un algoritmo estable (Chan y Lewis, 1979; Chan et al.,
1983), puede no ser recomendable para grandes voltiimenes de datos debido a que
requiere “pasar a través de los datos dos veces”, es decir, requiere usar dos ciclos

2URL:www.gnumeric.org
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for. Mientras que la férmula de Koning en (2.10) lleva a un algoritmo de 1-paso. En
efecto, basado en la férmula:

1 " 1 L n
2 _ 2 2 _ 2
5 _n—lz(ml ) n—liz:;xl n—1""

i=1

tenemos la implementacién dada en el Algoritmo 3. Desafortunadamente, aunque
este procedimiento es mas veloz que el Algoritmo 2 (2-pasos), es bien sabido que
puede llevar a cancelamientos ‘catastréficos’ y por tanto no es un método recomen-
dable (ver Chan et al., 1983; Barlow, 1993). Para evitar este tipo de dificultades se
ha propuesto algoritmos que explotan la definicién de la media y varianza muestra-
les y que solo requieren de pasar por los datos una tnica vez.

Algoritmo 2: Varianza muestral usando un algoritmo de 2-pasos.
)"

Entrada: Conjunto de n datos = (x1,..., 2,
Salida : Promedio y varianza muestrales, T y s2.
1 begin

2 M + xq

3 for i =2 ton do

4 ‘ M +— M + x;

5 end

6 M+ M/n

7 T (Il — M)2

8 for : =2 ton do

9 ‘ T(—T+(l’i—M)2
10 end

13 end

Algoritmo 3: Varianza muestral usando un algoritmo de 1-paso.
)"

Entrada: Conjunto de n datos = (z1,...,Z,
Salida : Promedio y varianza muestrales, T y s2.
1 begin

2 M T

3 | T+ 22

4 for i =2 to n do
5 M <« M + z;
6 T+« T+a?

7 end

8 T+« M/n

1
2 —T-—
5 n—1 n—1

©

10 end
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A continuacién se describe el algoritmo online (1-paso) propuesto por West (1979).
Considere una muestra de tamano n y sea

n
_ 1
n-
=1

De este modo, evidentemente tenemos que

n n—1
1 1 1
fn:fg mi:f<§ xi—l—xn)zf((n—l)fn_l—i—xn)
ni= nN= n

1

—_ — — Tp — Tp—1
= 7(Tll'n_1 —Zp-1+ xn) =Tp-1+ .
n

- (2.14)

La base del algoritmo propuesto por West (1979) es la relacién recursiva definida
en la Ecuacién (2.14). Sea 9,, = ©,, — Tp,—1, también podemos definir un algoritmo
recursivo para el cdlculo de la varianza muestral. En efecto, considere

n—1

= 3o 30 = S -+ a7

=1 i=1
= Z(xz —Tp-1— 5n/n)2 + ($n —Tp-1— 5n/n)2

i=1
Sabemos por Propiedad 2.14 (a), que

n—1

Z(ﬂﬁz —Tp—1) =0,

i=1
De este modo, podemos escribir la suma de cuadrados T;,, como:
n—1
_ 52 1\2
T, = Z;(x R (e
1Y o
=T+ (1 - 7)5” (2.15)
n
Ecuaciones (2.14) y (2.15) llevan al Algoritmo 4 (West, 1979), cuya definicién se
presenta a continuacién.

Chan y Lewis (1979) introdujeron una medida que permite evaluar la sensibilidad
de una muestra * = (z1,...,7,) cuando debemos desarrollar el cilculo de su
varianza muestral.

Sea

][z =

la norma Euclidiana para el conjunto de datos . De este modo, se define el numero
condicion de una muestra, como:
[EIP

Vn—1s

KR =
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Algoritmo 4: Promedio y varianza muestrales usando un algoritmo on-
line.

Entrada: Conjunto de n datos x = (x1,...,2,) .
Salida : Promedio y varianza muestrales, T y s2.
1 begin

2 M <+ xq

3 T+ 0

4 for i =2 ton do

5 0+ (z;— M)/i

6 M+ M+6

7 T+ T+i(i —1)5?
8 end

9 T+ M

10 2 T

n—1
11 end

Esta medida permite cuantificar el efecto de introducir errores en los datos y como
éstos son magnificados en el célculo de la varianza. Es interesante notar que el
numero condicién puede ser utilizado para evaluar la estabilidad de un algoritmo
para el célculo de s?. Ademés podemos verificar facilmente que el niimero condicién
estd relacionado con el coeficiente de variacion. Considere el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.22. Sea « = (z1,...,2,)  una muestra de datos. Verifique que

KE=1+ ——CV2. (2.16)

n—1
En efecto, sabemos que

n

S a2 =3 (@i —7)? + 0z,
i=1 i=1
dividiendo 4mbos términos por (n — 1)s?, obtenemos
K2 — > i1 T _ oy (x; — ) N ( n )EQ

(n—1)s? (n—1)s? n—1

Ademés Y1 | (z; — T)* = (n — 1)s?, entonces podemos escribir

w1+ (7)(2)

tenemos C'V = s/T y el resultado sigue.

527

Desde (2.16), sigue que

K= \/1—|—nCV_2/(n—1),

es decir, a menos que CV sea bastante grande x ~ CV ™! serd una buena aproxi-
macién.

Finalmente debemos destacar que Chan et al. (1983) propusieron un algoritmo
extremadamente estable para el calculo de la varianza basado en un procedimiento
de suma acumulada por pares el cual puede ser facilmente paralelizado.
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2.1.4. Medidas de forma. Momentos de orden mayor, o estadisticas invo-
lucrando potencias de orden mayor de los datos observados permiten caracterizar
la forma de la densidad que describe el mecanismo que genera las n realizaciones
r1,...,T, de nuestra variable de interés. A continuacién revisamos la definicién de
los coeficientes de asimetria y curtosis, los que caracterizan el grado de asimetria
de una distribucién en torno de su promedio y el grado de agudeza o achatamiento
de una distribucién al ser comparada contra la distribucién normal (gaussiana).

DEFINICION 2.23 (Coeficiente de asimetria). Considere Mj el tercer momento mues-
tral en torno del promedio. Entonces, se define el coeficiente de asimetria (o sesgo)

como:
M; 1<~ /z;i—%\3
= Mo L

! §3 nz s

OBSERVACION 2.24. by también es conocido como coeficiente de asimetria de Fisher
y se caracteriza por ser una medida adimensional asi como por ser invariante bajo
traslaciones del origen y transformaciones de escala. Considere los graficos desple-
gados en la Figura 1

(a) (b)

Figura 1. (a) distribuciones simétricas, (b) distribucién con asi-
metria negativa (—) y asimetria positiva (— —).

e Si b; = 0 la distribucion es simétrica con relacion a la media.

e Si by > 0 la distribucién tiene sesgo positivo (o hacia la derecha), en cuyo
caso la distribucién tiende a concentrarse en valores altos de la variable.
En caso contrario (by < 0), diremos que su sesgo es negativo (o que es
asimétrica hacia la izquierda).

OBSERVACION 2.25. Se han definido varios indices de simetria, por ejemplo el co-
eficiente de asimetria de Galton:

(Q3 — Q2) — (Q2 — Q1)
Qs — Q1

be =
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DEFINICION 2.26 (Coeficiente de curtosis). Considere My el cuarto momento mues-
tral en torno del promedio. Entonces, se define el coeficiente de curtosis (o achata-

miento) como:
My 1 & T; —T\4%
b= -3=—3 (BF) -3
ST n Z s
i=1

OBSERVACION 2.27. El término —3 hace que by = 0 cuando los datos siguen una
distribucién normal (gaussiana) en cuyo caso decimos que la distribucién es me-
socturtica. Considere la Figura 2, si bo > 0 la distribucion de los datos es més agu-
zada que la distribucién normal (distribucién leptocirtica), mientras que si ba < 0
la distribucién es mds achatada que la normal (distribucién platicirtica).

Figura 2. Distintos grados de curtosis: distribucién leptocirtica (—
-—), mesocurtica (—) y platicirtica (— —).

OBSERVACION 2.28. Debemos destacar que Spicer (1972) propuso calcular momen-
tos centrales de hasta cuarto orden, My, M3 y M, usando un algoritmo online. La
funcién moments desde la biblioteca fastmatrix permite el calculo de los coeficientes
bl y bg.

2.1.5. Estadisticas de resumen para datos agrupados. Cuando los da-
tos han sido organizados en una tabla de frecuencias se dice que los datos se en-
cuentran agrupados. El objetivo de esta seccién es proporcionar férmulas para las
medidas de posicién (o tendencia central), de dispersién y de forma sin la necesidad
de desagregar los datos. Primeramente vamos a suponer que la variable de interés
es discreta. Considere el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2.29. Se consultd las fichas de los empleados de una fabrica, registrandose
el numero de cargas familiares y se obtuvo los siguientes datos:
124 2 2 2 3 2 110 2 2
022122312212
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En cuyo caso, tenemos que la tabla de frecuencias asociada asume la forma:

Cargas  Numero de Porcentaje de Num. acumulado Porcentaje

familiares empleados empleados de empleados acumulado
0 2 8% 2 8%
1 6 23 % 8 32%
2 14 56 % 22 88 %
3 2 8% 24 96 %
4 1 4% 25 100 %
Total 25 100 % -

Podemos notar que los datos de interés corresponden a una variable discreta x
(ntimero de cargas familiares) que tiene k categorias. De este modo, podemos cons-
truir la siguiente tabla

Variable Frecuencia Frecuencia Frec. Abs. Frec. Rel.
Absoluta Relativa  Acumulada Acumulada

Ty n fi Ny Fy
) N2 f2 Ny Fy
T ng fr Ng Fy
Total n 1 -
donde _ '
fi:%7 Ni:an; Fz‘:ij, (2.17)
j=1 j=1
parai=1,..., k. Evidentemente tenemos que
k k
 ni=n,  Ne=n, > fi=1,  F=L1 (2.18)
i=1 i=1

En este contexto tenemos que la media y varianza muestrales estan dados por
k k
_ 1
T=— mx; =Y fizi,
n :
i=1 i=1

k
1
s? = Zni(azi —7)2%.
i=1

n—1 4

Para los datos del Ejemplo 2.29, es facil notar que
2:0+6-1+14-242-34+1-4 44
T = = — = 1.
T o7 o 760
5 2(0—1.76)% +6(1 — 1.76)% + 14(2 — 1.76)% + 2(3 — 1.76)2 + 1(4 — 1.76)?
25—1

S

18.56
=1 = 0.773
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Para datos continuos z1,...,z, tenemos la tabla de frecuencias:

Marca Frecuencia Frecuencia Frec. Abs. Frec. Rel.
de clase  Absoluta Relativa  Acumulada Acumulada

Ch ny fi N, F

02 ») f2 N2 F2

Cr ny, fx Ny, F
Total n 1 -

donde f;, N; y F;, para cada una de las k categorias ha sido definido en (2.17) y
(2.18), mientras que la marca de clase es definida como:

. L, +U;
= 5
con L; y U; los limites inferior y superior de cada intervalo, respectivamente. Note

que la marca de clase es un representante de la clase (intervalo) respectiva. Andlo-
gamente a caso de una tabla de frecuencias para datos discretos, tenemos que:

on

1k k
T = - n;C; = Zficzv
=1 =1
1 k
2 ) =2
5 n—1;m(c’ z)°.

EJEMPLO 2.30. Considere los precios de cierre de acciones una determinada em-
presa nacional, dados por:

179 173 181 170 158 174 172 166 194 185

162 187 198 177 178 165 154 188 166 171

175 182 167 169 172 186 172 176 168 187

cuya tabla de frecuencias asume la formas:

Precio de Marca Numero Porcentaje Num. de dias Porcentaje

cierre de clase de dias de dias acumulado  acumulado
(150,160] 155 2 7% 2 7%
(160,170] 165 8 27 % 10 34%
(170,180] 175 11 36 % 21 70%
(180,190] 185 7 23% 28 93 %
(190,200] 195 2 7% 30 100 %

Total - 30 100 % - -

De este modo, podemos calcular la media y varianza muestrales desde la tabla de

frecuencias, como:

2-155+8-165+11-175+7-185+2-195 5240
30 B

T =

= 174.667

mientras que,

5
Zni(c,» —7T)% = 2(155 — 174.667)2 + 8(165 — 174.667)% + 11(175 — 174.667)>
=1

+ 7(185 — 174.667)% + 2(195 — 174.667)% = 3096.667,
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de este modo, s? = 3096.667/(30—1) = 106.782. Es interesante notar que los valores
de la media y varianza muestrales obtenidos a partir de una tabla de frecuencias
corresponden a una aproximacion de los valores obtenidos a partir de los datos a
granel. En efecto, el siguiente fragmento en R considera los datos crudos:

# precios de cierre (datos a granel)

> x <- c(179, 173, 181, 170, 158, 174, 172, 166, 194, 185,
+ 162, 187, 198, 177, 178, 165, 154, 188, 166, 171, 175,
S 182, 167, 169, 172, 186, 172, 176, 168, 187)

# cdlculo de media y varianza muestrales
> mean (x)

[1] 175.0667

> var (x)

[1] 105.7195

Se ha sugerido una serie de procedimientos para la construccién de tablas de fre-
cuencia. Considere los siguientes pasos:

e Determinar el numero de categorias, k usando por ejemplo:
k=n,
k =1+ 3.3logo(n), (regla de Sturges)
k= [2n/?], (regla de Rice)
e Calcular el rango,

R = méx{z;}" ; — min{z;} ,,

e Determinar la longitud de los intervalos a; para i = 1,..., k. Usualmente,
podemos elegir una longitud constante, a; = a como:
_ R
a = E,

e Finalmente, construir los limites de clases
Ly = min{a;} — A, Uy =L +a,
Ly = Uy, Uy =Ly + a,

Debemos resaltar que aunque este tipo de procedimientos suelen ser bastante apro-
piados en la construcién de tablas de frecuencia, deben ser entendidos meramente
como reglas de trabajo.

Considere la funcién de distribucién acumulada presentada en la figura a continua-
cién. De este modo, podemos usar interpolacion lineal para determinar la mediana
en datos agrupados. En efecto,

1/2 — Fi,1 . me—Li

Fi—F  U—L

es decir,
(1/2 — Flfl)(UZ — Lz) = (me — Lz)(Fz — Fifl),

o bien
1/2—Fy

1/2—Fi4
=L, et et 3
S o

Ui —Li) = L; i
R Y
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donde a; = U; — L;, representa la amplitud de la clase mediana. Recordando que
F;=375_, [j, tenemos

J i—1 i—1 i—1
Fi—Fa=Y fi=> =L+ =Y fi=1f
j=1 j=1 j=1 j=1

[S)
| /° °
o
«© 4
IS
<
e}
8 ©
S oS
£
=1
(5]
& | ______
8
3] |
5] |
z %A .
o ° 1
= |
|
|
|
N |
° |
|
|
° |
/ !
e 1, |
IS

Ademds, como f; = n;/ny F; = N;/n, podemos re-escribir la mediana para datos
agrupados como:

1/2 - F;_ 1/2 —F;_
2= Fn 1a¢=Li+7/ ~a;
fi ni/n
2—N,_
:Lﬁ_u%

n;

me:Lz—i—

Siguiendo exactamente la misma légica, tenemos que el percentil k-ésimo, digamos
P, es dado por

Pi=1,+ k/100 — F;_4 a,
fi
o bien
k/100) — N, _
Pk:Li-i-n(/ ) lai.
Uz

EJEMPLO 2.31. Los trabajadores de una empresa, cuya tarea es clasificar y envasar
fruta, obtuvieron los siguientes salarios semanales (clasificados segiin sexo).
Consideraremos solamente el grupo de mujeres y dejaremos el analisis del grupo de
hombres y el total de trabajadores como ejercicio. Asi, la tabla de frecuencias para
el grupo de mujeres adopta la forma:
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Ingreso (UM) | Mujeres Hombres
65— 75 10 0
75— 85 15 0
85— 95 60 5)

95 - 105 15 10
105 - 115 10 50
115 - 125 0 25
125 - 135 0 10

Total 110 100

Ingreso (UM) CZ n; fz Ni Fi
65— 75 70 10 0.090 10 0.090
75— 85 80 15 0.136 25 0.226
85— 95 90 60 0.548 85 0.774
95 — 105 100 15 0.136 100 0.910

105 — 115 110 10 0.090 110 1.000
Total - 110 1.000 -

En este caso, tenemos n = 110 y Zle n;C; = 9900. De este modo, la media
aritmética para el grupo de mujeres es:

5
9900
iCi= —— = -
n;C, 110 90 (UM)

=1

S|

T =

Para calcular la mediana, primero debemos ubicar el intervalo mediano. En efecto,
debemos ubicar la primera frecuencia relativa acumulada (F;) que supere 0.5 (o
bien, frecuencia absoluta acumulada (N;) que supere n/2). De este modo el intervalo
mediano es (85,95]. Ademds, a; = 10 para todos los intervalos. De este modo,

1/2 — F;_
me = Lz + 7/ ! a;,
fi
donde L; =85, F;_1 = 0.226, f; = 0.548 y a; = 10, luego
0.500 — 0.226
me:85+W-10:85+0.5-10:90 (UM).

Por otro lado,

5
1
2 2 _ =2
s —nl(;:lnzci nx)

En nuestro caso,

5
> niC7 =902000,  Z* =8100.
=1
Asi,
2
S T 101
11000
109

L
109

(902000 — 110 - 8100%) = — (902 000 — 891 000)

=100.9174 (UM)?.
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Ademds, tenemos que s = 1/11000/109 = 10.0458 (UM). Mientras que

10.0458

CV = = 0.1116.

Podemos evaluar la simetria usando el coeficiente de Galton. Por tanto, debemos
calcular @7 y @3, como:

0.250 — 0.226
Q=85+ —0Eis 10 = 85.438
0.750 — 0.226
= e T 10 =94,
Q3 =85+ 051S 10 = 94.562,
de este modo IQR = 9.1240, y
_ Q35— Q) — (@2—Q1)
Q3 — @1
~(94.562 — 90) — (90 — 85.438)  4.562 — 4.562 0.000
N 9.124 B 9.124 -

Es decir, la distribucién de los datos es simétrica.

Mientras que la moda interpolada, es dada por

Ay

mo =Ly, + ——— anm,
A+ Ay

donde

e L., es el limite inferior de la clase modal.

e Ay =nm—nm_1 con ny, la frecuencia absoluta de la clase modal, mientras
que nm,_1 es la frecuencia absoluta de la clase anterior a la clase modal.

o Ay =ny —Npy1 con nyyq la frecuencia absoluta de la clase posterior a la
clase modal.

® an, es la amplitud de la clase modal.

OBSERVACION 2.32. La clase modal es aquella que tiene la mayor frecuencia rela-
tiva. Note ademds, que en una tabla de frecuencia podria existir mas de una clase
modal.

2.2. Covarianza y correlaciéon

Considere £ = (z1,...,2,)" ¥y ¥y = (y1,-.-,Yn)" dos vectores de datos con n
observaciones. En esta seccién se introducen medidas de asociacion entre variables
continuas y ordinales. Primeramente se introduce el concepto de covarianza.

DEFINICION 2.33 (Covarianza). Para el conjunto (z1,41),- -, (Tn, yn), se define la
covarianza como una medida de variabilidad conjunta de dos variables cuantitativas,

Como:
n

D)

i=1

1

cov(x,y) =
n—

OBSERVACION 2.34. En efecto, es ficil apreciar que cov(x,z) = s2. Ademés, evi-
dentemente la covarianza estd relacionada con el producto interno entre dos vectores
n-dimensionales, (u,v) = > 1" | u;v;.
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EJEMPLO 2.35. Tal como en la Propiedad 2.14 (b), a continuacién derivamos una
expresién alternativa para la covarianza. En efecto,

n

-y -1 = xilyi -9 -FY (% —7)
i=1 i=1

i=1
n n n

= E Ty — Y E T = E TiY; —NTY.
i—1 i=1 i=1

De este modo, podemos escribir

1 o
cov(z,y) = — (Zwlyl - mcy)
i=1

PROPIEDAD 2.36. Tenemos que

cov(ax + b, cy + d) = accov(x,y).

DEMOSTRACION. Sea z; = ax; + by w; = cy; + d para i = 1,...,n. Entonces
Z=aT+ by w = cy—+d, luego

cov(z,w) = .
n—1

LS - ) wi - m),

como z; —zZ =a(x; —T)y w; — W = ¢(y; — ). Entonces

1

cov(z,w) = .
n—

@Y (s = D)~ D),

que es el resultado deseado. ([

La covarianza permite medir la asociacién, pero depende de la unidad de medida.
Una alternativa es usar una medida conocida como correlacion.

DEFINICION 2.37 (Correlacién). La correlacion entre @ e y es la covarianza de sus
versiones estandarizadas. Es decir,

n

cor(x,y) = n i 1 Z (%5; E) (%87;?)

i=1

_ Z?:1(xi —Z)(yi — )
Vi (@i = T)2 30 (v — 9)?
_ cov(z,y)

OBSERVACION 2.38. cor(z,y) es una medida adimensional.
EJERCICIO 2.39. Muestre que

cor(ax + b, cy + d) = +cor(z, y).
EJEMPLO 2.40. Verifique que

siﬂ; =52+ 52 +2cov(z,y) = s2 + 832; + 2 cor(x, yY)szSy.
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En efecto, podemos notar que

9 . 1
Spty =

n

Z ((J?i —T) + (yi — ?))2

=1

= i 1 (Z(ff —T)2+ D (Wi -0 +2> (i —T)(yi — y))
=1

i=1 =1

n—1

=52+ 512; + 2cov(z,y)
OBSERVACION 2.41. Cuando cor(z,y) = 0 diremos que x e y son no correlaciona-

dos.

OBSERVACION 2.42. Si x e y son no correlacionados, entonces

2 .2 2
= 53 + 5.

5x+y

PROPIEDAD 2.43. Tenemos que {cor(z,y)}? < 1.

DEMOSTRACION. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz®, tenemos que

(X -nw-9) < (i(:m -7)?) (im -7?),

=1 i= i=
es decir,

(- Z(m A7) < (s Z@c ~7?) (- >0 7))

{cov(z,y)}? < sisfj

De este modo,
cov?(, y)
2 42

<1.

S

Evidentemente, desde la propiedad anterior tenemos —1 < cor(x,y) < 1.

Para datos que no son de naturaleza continua, una alternativa es reemplazar el
valor de x; (y;) por su rango, R; (S;) que corresponde a un valor en el conjunto
{1,2,...,n}. Considere la siguiente definicién

DEFINICION 2.44 (Coeficiente de correlacién de Spearman). Suponga el conjunto
de datos pareados (21,¥1), ..., (Tn,yn) ¥ sea R; el rango de z; y S; el rango de y;,
para i =1,...,n. Entonces el coeficiente de correlacién de Spearman es dado por

e S (B -R(S-5)
VI (R~ B T, (S; - 5)?

Considere .
D=> (Ri—S)°
i=1

y suponga que no existen empates entre los ’s e y’s, entonces podemos escribir
6D

-1
'S n(n? —1)

3Recuerde que (u,v)2 < |lul2||v]|?
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OBSERVACION 2.45. Andlogamente a los resultados expuestos en la Seccién 2.1.3,
podemos llevar a cabo el cédlculo de la covarianza entre e y de manera eficiente
considerando,

n n—1

Cn = Z(xz —Tn)(Yi — Yp) = Z(% = Zn)(¥i — ) + (@0 = Tn) (Yn — Yn)-
i=1 i=1
Sea d,, = x,, — Tp_1, de este modo podemos escribir:

_ _ On _ 1
Tj—Tp =T —Tp—-1—" —, Tp — Tn = 1**67”
n n
y andlogamente,

o o _f_(l_l)
Yi Yn = Yi Yn—1 TL7 Yn Yp = n s

con Np, = Yn — Y,,—1- Notando que

(@i = F) 0~ T) = { @~ Fac) = 2 H e~ 70m) - 22}

= (i = Tn-1)(Yi = Yp—1) — (@i — Tn—1)

57L —_ 67L777L
= Wi =)+ o
Sumando sobre {1,...,n — 1} y recordando que
n—1 n—1
D @wi—Tu1)=0, Y (4 —Tu1) =0,
i=1 i=1
sigue que
w2 n—1 n 2
Cn = D =) = o) (%= ) 9ut + (F==) 6ua
n—1
=Cp-1+ ( )5717771

n
Asi, haciendo cov,, = cov(x,y), tenemos
cov,, =

)
o (e (85 o)

1
pero C,_1 = ((n —-1) - 1) cov,—1 = (n— 1) cov,—1 — cov,_1. De este modo,
1 —1
cov,, = 7{(71 —1)covy—1 —covy—1 —I—(L)énnn}
n—1 n

_ covy1  (Tn —Fn=1)Yn — Yn_1)
= COVy_1 — + .
n—1 n
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Este desarrollo lleva al siguiente algoritmo:

Algoritmo 5: Covarianza muestral usando un algoritmo online.

Entrada: Conjuntos de n datos € = (z1,...,2,)" ey = (y1,...,Yn) .
Salida : Covarianza muestral, cov(x, y).
1 begin
2 M + xq
3 N+ Y1
4 C<+0
5 for i =2 ton do
6 0+ (x;— M)/i
7 n< (yi—N)/i
8 M~ M+56
9 N < N+n
C )
10 C+C-— 1 +idn
11 end
12 cov(z,y) + C.
13 end

Ademas, es facil notar que modificando ligeramente el Algoritmo 5 podemos obtener
también Z,, ,,, s2 v 573'

2.3. Estadisticas descriptivas multivariadas

Considere que nuestro interés es estudiar p > 2 variables (caracteristicas) de interés
asociadas a una muestra aleatoria x1, ..., x, donde cada &; = (z;1, . .. ,xip)T es un
vector p-dimensional. Note que, podemos disponer la informacién en una matriz de
datos

T
T11 Z12 .o T1p Ty

T

T21 Z292 ‘e T2p Ty
X=1. : =1

T

Tnl Tp2 ... Tnp T,

Anélogamente a la media y varianza muestrales T y s2 unidimensionales, respecti-
vamente, podemos definir sus contrapartes multivariadas como:

n
_ 1
w:*E x;,
n-
=1
n

> (@i —F) (@i —T) "

=1

1

S:n—l

Ademas, la matriz de correlacién entre las p variables de interés, es dada por:
R = (rij),
donde .
D per (Thi — Ti) (TR — Tj) Sij

VSt (@hi = Ti)?> Yoy (g — T5)2 /s

’I“ij
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con 8 = (s45) vy T = (X p_y Tki)/n. Sea, D = diag(si1, s22, ..., Spp), asi podemos
escribir
R=D'?SD /2.

OBSERVACION 2.46. Algunas propiedades del vector de medias y la matriz de co-
varianza, surgen de escribir formas compactas que dependen de la matriz de datos
X = (x;5) € R"*P. En efecto,

1
T = wizfXTl.
n

SERS

o
Il
N

Ademis,

I
&
|
8
8
=
|
-
B
|
8l
8|
_‘

Q= Z(ﬂ% —Z)(w; — )"

= 233133: —EZ:B;'— = szil?: —nET
i=1 i=1 i=1
Es f4cil notar que Y., wlw;r = XTX, de este modo,
1 1 1 1 T
S = Q= —{XTX - n(fXTl) (fXTl) }
n—1 n—1 n n
1

1 1
- (XTX - fXTllTX> - Xx'cx
n—1 n n—1

conC=1,— %11T la matriz de centrado. Es sencillo mostrar que
c'=c, C’=c,

es decir C' es matriz de proyeccion. Esto lleva al siguiente resultado.

PROPIEDAD 2.47. La matriz de covarianza S, es semidefinida positiva.

DEMOSTRACION. Sea a € RP, vector no nulo. Tenemos que,

1 1
a'Sa= ﬁaTXTCXa = ﬁaTXTCQXa

1
u'u>0, u=CXa,
n—1

es decir, S es matriz semidefinida positiva.* (Il
Considere la siguiente transformacién:
y, = Ax; + b, i=1,...,n.
Entonces, ¥ = AT + b, mientras que
Y, —yY=Ax;,+b-— AT - b= A(xz; — T).

De este modo,

n

- - = — V(e T AT

Sy*n_lg(yi Y)(y; ~ 9) fn_lgA(mz Z)(z; —7) A
1 - = T AT T
=AY (@ -7)(x; ~7) AT = AS, AT

i=1

48 sers definida positiva si n > p + 1.
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En particular, para la transformacién (de Mahalanobis),
zizsfl/z(mi—i), i=1,...,m,
donde S = 8282 con §'/? un factor rafz cuadrada de S. Entonces, sigue que
z=0, y S.=1,.

DEFINICION 2.48 (Distancia de Mahalanobis). Considere una muestra de n obser-
vaciones 1, ..., x, de este modo, la distancia de Mahalanobis es dada por

Dy ={(x; —z)" S (x; —®)}/%  i=1,...n,

como la distancia de la observacién i-ésima hacia el “centro”de los datos, & ponde-
rada por la matriz de covarianza.

Sea
gij:(ﬂliff)Tsil(l‘jfi), i,jzl,...,’ﬂ.
lo que permite definir medidas de sesgo y curtosis multivariadas (Mardia, 1970),

dadas por
1 n o n 1 n
3 2
R ) I ML 3 )
i=1 j=1 i=1
respectivamente. Las cantidades anteriores llevan a un test para evaluar la norma-
lidad multivariada (ver Mardia, 1974).

EJEMPLO 2.49. El conjunto de datos de flores Iris (Fisher, 1936), corresponden a
150 mediciones (en centimetros) del largo y ancho de los sépalos y largo y ancho
de los pétalos para flores iris de las especies Setosa, Versicolor y Virginica. Los
siguientes comandos en R permiten obtener el diagrama de dispersién asi como
algunas estadisticas de resimen para los datos de Iris

# datos Iris (50 observaciones por cada especie)

> iris
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa
2 4.9 3.0 1.4 0.2 setosa
3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa
149 6.2 3.4 5.4 2.3 wvirginica
150 5.9 3.0 5.1 1.8 virginica

El siguiente fragmento de cédigo crea el grafico de dispersion desplegado en la Figura
3 el cual revela una separacién evidente en dos grupos (Setosa versus Versicolor y
Virginica).

# extraémos solamente variables numéricas
> x <- iris[,1:4]
> pairs(x, col = iris$Species) # Fig.3
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Figura 3. Graficos de dispersién para los datos de Iris, segtiin va-
riedades Setosa (negro), Versicolor (rojo) y Virginica (verde).

Los siguientes comandos invocan funciones desde la biblioteca fastmatrix

Carga biblioteca ’fastmatrix’

library (fastmatrix)

Cidlculo de estadisticas de resumen multivariadas

z <- cov.weighted(x) # por defecto, los ’pesos’ son 1
xbar <- z$mean

S <- z$cov

R <- cov2cor(z$cov)

bl <- skewness(x)

b2 <- kurtosis(x)

V V. V V V V # VvV #

**

andlogamente podemos calcular S y R usando:
S <- cov(x)
> R <- cor(x)

A\

En la linea de comandos de R podemos escribir xbar, R, b1 y b2 para obtener, el vector
de medias, la matriz de correlacién y el coeficiente de sesgo y curtosis muestrales,
dados por:

5.8433 1.0000 —-0.1176 0.8718  0.8179
7= 3.0573 R— —0.1176 ~ 1.0000 —0.4284 —0.3661
~ 137580 |’ | 0.8718 —0.4284 1.0000  0.9629 |’

1.1993 0.8179 —0.3661 0.9629 1.0000
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mientras que by, = 2.6972 y by, = 23.7397, respectivamente.

2.4. Regresién lineal simple

Ahora estamos enfocados en situaciones tales que la variable x permite predecir o
explicar la respuesta y. En regresién lineal tenemos el modelo,

yi = o+ Br; + €, i=1,...,n. (2.19)

El objetivo es, basado en el conjunto de datos pareados, (x1,¥1), .- ., (Tn, yn) deter-
minar o y [ tal que produzcan el mejor ajuste. Utilizaremos el método de minimos
cuadrados ordinarios (OLS) definido como:

mein S(0),

con 0= (a,8)" y

n n

SO) =) (yi—a—pBr;)> =) €.

i=1 i=1

OBSERVACION 2.50. OLS minimiza las distancias verticales a la recta de regresién.
Es decir, esto refleja que los ;’s estén fijados (o bien que se asumen conocidos).”

La funcién S(@) también es conocida como suma de cuadrados de los errores. De
este modo, debemos determinar 6 = («, B)T, mediante resolver las condiciones de
primer orden,

05(0 2
85(0)__ - L
765 = 2;:1:cZ(yl a — Bz;) =0,

esto lleva a las ecuaciones normales:

n n

n
Z(yi—&—ﬁxi) :Zyi*”a*/gzxi =0,
=1 i=1 i=1

n n

n n
~ 9y ~ > 2
> wi(yi—a— )= my;i—ay zi—pBY a7 =0
i=1 i=1 i=1 i=1
Multiplicando la primera ecuacién por n~! y resolviendo para @, obtenemos

a=7y-— [T

5Una alternativa es usar minimos cuadrados totales o modelos con errores en las variables.
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Substituyendo @ en la segunda ecuacién, tenemos

S wiyi— G- B0) Y wi— B> #f =0
=1 i=1

=1

n n
inyi —nT Y+ BnT? —ﬁme =0
i=1 i=

n n
Zwiyi —nf@—ﬁ(me —n§2) =0
i=1 i=1
n n

Z(m —T) BZ ,—7)% = 0.

i=1 1=1
Lo que lleva a
5oL =D =7) _ covlz.y)
S (z — )2 var(x)

De este modo, la recta de regresion asume la forma:

yl:a+/6x17 7;:1,...,717

@,

y llamamos a y; el valor “predicho” o “ajuste” para x;. Se define

eizyi—yi:yi—a—ﬁxi, i=1,...,n,
como el i-ésimo residuo, mientras que una medida de variabilidad es dada por:

1

n n

Y S - ) = —— 50),
i=1 =1
con 8 = (@, B)T Debemos resaltar que, el promedio de los valores predichos
Y1, - Yn, asume la forma

i;@iiZ(aJrﬂxl)aJer

=y -8 +BT=7.
Haciendo R = cor(x,y), sigue que
G -y=a+ e ~y=PBe;~7) =R (2, ~ ),
es decir,
5~ 9 = R4 (s — )%

Lo que nos lleva a escribir,

n

2
S -9 = Z = B = B2 = B2y - )°,

i=1

A partir de esta ecuacion, sigue que

R2 — S (i —7)?  SAJUSTE

S (yi —7)? SBATOS
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que se denomina coeficiente de determinacion. Usando ademds que
Yi — 9= (yi —¥i) + Ui — ),

podemos mostrar que

n n n

STwi-2=Y i -0+ > G -9

=1 1=1 =1
es decir,
2 _ .2 2
SDATOS = SRESIDUOS 1~ SAJUSTE-

2 0 2 22 i .
Como Sgegipuos = S(0), tenemos que sy st = R*Spatos- Luego, sigue que:

2 _ 2\ .2
sresipuos = (1 — R7)spatos-

Esto permite interpretar R? como la proporcién de varianza de los datos que puede
ser explicada por el ajuste. En efecto, 0 < R? < 1 permite medir la calidad (o
bondad) del ajuste.

EJEMPLO 2.51. Debemos ser precavidos al llevar un analisis de regresién y confiar
de medidas tales como el R? para evaluar la calidad del ajuste. Para notar este tipo
de situaciones, considere los datos introducidos por Anscombe (1973). Este corres-
ponde a cuatro conjunto de datos con 11 observaciones que aunque son bastante
diferentes tienen estadisticas de resumen idénticas (promedio, varianza, correlacién,
coeficientes de regresién, etc.). En efecto, considere la siguiente figura

@ (b)

o~ ~
— —
o ¢ o
= =
> o - R > o - ° °
© ©
<+ {° < -
T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
X X
© (d)
o
o ~
— -
o | o |
— —
> ® - o ° > © ;
UJ*O ©o - E
< - <
T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
X X

Figura 4. Cuarteto de regresiones idénticas de Anscombe (1973).
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Por ejemplo, en la Figura 4 (b), los datos presentan una tendencia cuadrética, mien-
tras que en los Paneles (¢) y (d) se aprecia el efecto de observaciones atipicas sobre
la recta de regresiéon. Més aun, eliminando la observacion extrema en el conjunto
de datos en la Figura 4 (d), la regresiéon deja de tener sentido. Para obtener los re-
sultados del ajuste mediante regresién por minimos cuadrados podemos considerar
los siguientes comandos de R

# datos de Anscombe
> anscombe
x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 y4
1 10 10 10 8 8.04 9.14 7.46 6.58
2 8 8 8 8 .95 8.14 6.77 5.76
3 13 13 13 8 7.58 8.74 12.74 T7.71

(o)}

i0 7 7 7 8 4.82 7.26 6.42 7.91
11 5 5 5 8 b5.68 4.74 5.73 6.89

# Ajuste mediante OLS (para cada uno de los modelos)

> fml <- 1m(yl ~ x1, data = anscombe)

> fm2 <- 1m(y2 ~ x2, data = anscombe)

> fm3 <- 1m(y3 ~ x3, data = anscombe)

> fm4 <- 1lm(y4 ~ x4, data = anscombe)

# Figura 4.a (otros paneles son analogos)

> par(pty = "s")

> plot(yl ~ x1, data = anscombe, xlim = c(4,20),

+ ylim = c(3,13), xlab = "x", ylab = "y")

> abline(coef(fml), col = "red", lwd = 2) # linea en rojo

# Salida de resultados:
> summary (fm1)
Call:
Im(formula = yi

x1, data = anscombe)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.92127 -0.45577 -0.04136 0.70941 1.83882

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 3.0001 1.1247 2.667 0.02573 =
x1 0.5001 0.1179 4.241 0.00217 *x*

Residual standard error: 1.237 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6665, Adjusted R-squared: 0.6295
F-statistic: 17.99 on 1 and 9 DF, p-value: 0.00217

Almacena coeficientes, residuos y valores predichos
cf <- coef (fm1)

res <- resid(fm1)

fit <- fitted(1lm1)

vV V VvV #
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# Figura 5.a (otros paneles son analogos)
> par(pty = "s")
> plot(fit, res, xlab="Valores predichos", ylab="Residuos")
> abline(h = 0, 1ty = 2, col = "gray", lwd = 2) # linea gris
(@ (b)
™ - o« -
N ° oA
a o © 14 °
S o 4 S« °e
bt 5 ° °
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° ) o °
['4 o - ) au o (14 o -
o e I o
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Figura 5. Grafico de residuos para el cuarteto de regresiones idénti-
cas de Anscombe (1973).

Para el modelo en Ecuacién (2.19), es posible mostrar que:

En:ei:ov y Y edi=0.
i=1 :

De este modo, el grafico de dispersién de residuos contra valores predichos dado en la
Figura 5 no deberia presentar algtin tipo de comportamiento sistematico. Es decir,
el tnico conjunto de datos donde el modelo de regresion lineal parece razonable es
el desplegado en el Panel (a) de la Figura 4. En efecto, el gréfico de residuos en
la Figura 5 (a) es el tinico que no presenta algun tipo de tendencia. En cambio, se
debe incluir un término cuadratico al modelo de la Figura 4 (b). Mientras que el
rol de las observaciones atipicas visibles en los Paneles (c¢) y (d) de la Figura 4 se
aprecia claramente en los graficos de residuos. Es decir, corresponden a un outlier
(observacién alejada en la ‘respuesta’) y un leverage (observacién alejada en los
‘regresores’), respectivamente.
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Debemos destacar que para este ejemplo sencillo es bastante facil determinar que
el modelo lineal no es apropiado para las configuraciones de datos en los Paneles
(b), (c) ¥ (d) presentados en la Figura 4. En general, no resulta ficil identificar
situaciones donde se aprecie que el modelo propuesto estd mal ajustado. Este tipo
de situaciones es mas dificil de determinar conforme se tiene de un mayor volumen
de datos, o bien la cantidad de regresores aumenta.’

2.5. Restmenes graficos

Para introducir ideas consideremos una imagen digital de tamafo r x ¢. Una imagen
digital es un arreglo de tamano r X ¢ que puede ser conceptualizada como una
matriz de datos X = (X;;), para i =1,...,7, j = 1,...,¢, donde el valor de la
variable X en la posicién (4,j) corresponde a un valor en una escala de grises en
el intervalo [0,1] tal que O representa el color negro y 1 representa el blanco. De
este modo, {Xij :1<i<r1<j<c} representa el conjunto de intensidades de
gris en cada una de las 7 X ¢ posiciones en el espacio bidimensional. Cada posicién
(i,7) es denominada un pizel (picture element). La Figura 6 presenta una imagen
muy popular en ingenieria, especificamente en el area de tratamiento de imégenes,
llamada frecuentemente Lenna y fue popularizada hace varias décadas atrés.”

Figura 6. Imagen Lenna de tamano 512 x 512.

Podemos considerar una imagen como un vector & = vec(X) en el que hemos
concatenado las columnas de X. Para la imagen Lenna tenemos n = 512 x 512 =
262144 observaciones. Un resumen para el conjunto de datos Lenna es obtenido
usando los siguientes comandos en R:

# carga datos de ’Lenna’ desde URL
> lena <- "http://fosorios.mat.utfsm.cl/files/data/lena.png"
> download.file(lena, z, mode = "wb")

6En 1a asignatura Andlisis de Regresidn se revisard el aspecto de la critica del modelo con
mayor profundidad.
"Para més detalles sobre esta imagen, consultar la pagina web: http://www.lenna.org/
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> library(png) # biblioteca para

v

cargar imagenes PNG

lena <- readPNG(z)[,,1] # s6lo el ler canal es necesario

carga biblioteca ’SpatialPack’
library (SpatialPack)

lena <- normalize(lena)
plot(as.raster(lena)) # Figura 6

vV V VvV #

H*

convierte en un vector de datos
x <- as.vector (lena)
> summary (x)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
0.0000 0.2712 0.4443 0.4316 0.5809 1.0000

v

# cuantiles mds utilizados
gx <- quantile(x)
> gx

v

0% 257% 507% 75% 100 7%
0.0000000 0.2712455 0.4442928 0.5808888 1.0000000

> gqx <- as.vector(qx)[-c(1,5)] # remueve extremos
> IQR <- qx[3] - gx[1]

> IQR # rango intercuartilico

[1] 0.3096433

Podemos notar que, debido a la normalizacién de los datos, el valor minimo y maxi-
mo corresponden a 0 y 1, respectivamente, mientras que el rango intercuartilico,
esto es, la distancia en la que se concentra el 50 % central de la muestra resulta
IQR = (@3 — Q1 = 0.5808 — 0.2712 = 0.3096.

A continuacién se presenta dos herramientas graficas para una muestra x1, o, . .., Ty
que permiten visualizar de forma simple la distribuciéon de una variable de interés
X, conocidas como histograma y bozplot (o diagrama de cajén-con-bigotes).

2.5.1. Histograma. Un histograma es una aproximacién a la densidad des-

conocida construido a partir de los datos observados. Considere la siguiente defini-
ciom.
DEFINICION 2.52. Sea z1,%9,...,Z, una muestra de n observaciones y suponga
que los datos son subdivididos en k intervalos, digamos I, I5, ..., I;. Entonces, la
frecuencia absoluta de la clase I; es la cantidad de observaciones n; de la muestra,
que pertenecen al intervalo I;. Evidentemente tenemos que:

k
n; > 0, y an =n.
j=1

La frecuencia relativa asociada a la clase I; se define como:
n;
="y -
jy = 5 ¥ —-1,...,k.

n

En este caso es ficil ver que f; > 0y 2521 f; = 1. De este modo, un histograma
es un gréafico de f; (o nj;) versus I;.

Un histograma es un diagrama de frecuencias y resume la cantidad de observaciones
por unidad de longitud. Luego, este diagrama permite visualizar la distribucion de
la variable de interés, tal como se presenta en la Figura 7. En este caso, ambos
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histogramas tienen 14 clases. Este corresponde a un parametro grafico que puede
modificarse para adaptarse a la estructura de la muestra que se tiene disponible.
En algunos casos se grafica f;/h versus I}, donde h es la amplitud de los intervalos
1;. Este grafico tiene la particularidad de que el area bajo la curva es dada por

k k k
A=) A=) (Fi/h)-h=) fi=1
j=1 j=1 j=1
En efecto, resultara claro mas adelante que este propiedad esté asociada al concepto
de probabilidad.

Debemos enfatizar que un histograma es una herramienta descriptiva. Mas ade-
lante estudiaremos algunas curvas llamadas funciones de densidad de probabilidad
asociada a ciertas variables de interés. Sin embargo, histogramas han sido critica-
dos por tener algunas inconvenientes notables. Ademas de la necesidad de escoger
el nimero de intervalos k (o equivalentemente la amplitud de los intervalos h),
frecuentemente pueden resultar enganosos si se interpretan en exceso.

0.4
|

0.20
|

0.3
I

0.15
I

7y
I\

0.2

0.10
I

0.1
I
0.05
I

0.0
L
0.00
L

-4 -2 0 2 4 0 5 10 15

(a) (b)

Figura 7. Histograma y densidad tedérica para una muestra de
10000 observaciones provenientes desde una distribucién (a) nor-
mal y (b) gama.

2.5.2. Boxplot (Diagrama de cajén con bigotes). Este tipo de diagra-
ma corresponde a un tipo diferente de visualizacién que nos permite explorar la
ubicacion, la escala, la asimetria y las colas de una densidad asi como la presencia
de observaciones atipicas (outliers). En contraste con el histograma el boxplot ofre-
ce una descripciéon mucho més gruesa de la estructura de la muestra y no requiere
la especificacion de parametros para la calibracién del grafico. Esta representacién
usualmente se realiza en forma de una caja, lo que explica el nombre del gréfico. A
continuacién se presenta el procedimiento para su construccién.
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DEFINICION 2.53. Considere x1, 2, ..., T, una muestra de n observaciones y sea:

e (1, mey Q3 respectivamente, el primer cuartil, la mediana y el tercer cuartil
de {z1,...,z,}.
e Célculo de los “bigotes” Wp y W, como:
Wy = min {z;:z; > Q1 — L.5IQR}
1<j<n
Wy = max {z; : x; < Q3+ 1.5IQR}
1<j<n
e 0= {’L S {1,2,...,77,} LT ¢ [Wl,WQ]}.
De este modo, el boxplot de z1,...,x, es el registro de Wy, Q1, me, Q3, Wa y {z; :
J € O} sobre la recta real.

Aunque la definicién puede ser un tanto dificil de visualizar, los graficos en la Figura
8 permiten comprender la idea. La linea central corresponde a la mediana, mientras
que los extremos del cajéon representan Q1 y Q3. Note que Wy y Ws representan
los extremos del bigote y las observaciones atipicas son indicados por puntos. En
el Panel (a) tenemos una distribucién simétrica en torno de cero, mientras que la
distribucién en el Panel (b) presenta asimetria positiva.

--{@o oo

(a) (b)

Figura 8. Boxplot para una muestra de 300 observaciones prove-
nientes desde una distribucién (a) normal y (b) gama.

Un aspecto destacable del boxplot, es que permite la comparacién de varias mues-
tras permitiendo la visualizacién simultdnea de medidas de tendencia central y
dispersion mediante construir una secuencia de graficos de cajén-con-bigotes.
Retomando el conjunto de datos de la imagen Lenna, el siguiente codigo en R,
permite obtener el histograma, la curva de densidad estimada y el boxplot:

# histograma y densidad estimada (Fig. 9)
> hist(x, freq = FALSE, main = "", xlab = "Lenna",
+ ylab = "Densidad")
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> plot(density(x), main = "", xlab = "bandwith = 0.0161",
+ ylab = "Densidad")

> boxplot (x)

> xbar <- mean(x) # promedio

> abline(h = xbar, 1lty =2, col = "red") # linea segmentada

N = 262144, bandwith = 0.0161

(b)

(c)

Figura 9. Histograma, densidad estimada y boxplot para los datos

de la imagen Lenna.

Es interesante destacar que imagenes en color se suelen representar como un arreglo
con tres canales, usualmente rojo (R), verde (G) y azul (B), lo que son combinados
de manera apropiada para producir una representacién a color. Considere la imagen

Lenna en formato a color,

Figura 10. Imagen Lenna en versién a color.

De este modo, podemos considerar que las intensidades de rojo, verde y azul, re-
presentan 3 conjuntos de datos. Con fines comparativos, Figuras 11 y 12 presentan
histogramas y boxplots para cada uno de los canales RGB de la imagen Lenna.
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Figura 11. Histogramas para cada uno de los canales RGB de los
datos de la imagen Lenna.

Figura 12. Boxplots para cada uno de los canales RGB de los datos
de la imagen Lenna.

Es notable como los boxplots en la Figura 12 nos permite hacer una comparacién
rapida de la configuracién de cada uno de los canales RGB.

El campo de visualizacién es tépico amplio con desafios muy relevantes dado la de-
manda por resumir grandes volimenes de informacién usando un despliegue gréfico.
Para mayores detalles sobre visualizacién asi como por técnicas de andlisis explo-
ratorio consultar Tukey (1977), Cleveland (1993) y Wilkinson (1999).
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