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Prefacio

Estas notas de clase estan asociadas a los contenidos de la asignatura Andlisis de
Regresion, que me ha correspondido dictac en los programa de Ingenieria Civil Ma-
temética de la Universidad Técnica Federico Santa Maria asi como de Licenciatura
en Estadistica de la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso. Aunque el docu-
mento se encuentra en una etapa bastante preliminar, espero ir puliendo el mismo
para que se pueda convertir en un apunte que sirva de apoyo para los estudiantes
de esta tematica.

Las notas se encuentran divididas en tres partes, con preliminares conteniendo re-
sultados de la distribucién normal y su conexién con formas cuadraticas. Luego, se
presenta la inferencia estadistica en el modelo de regresion lineal y posteriormente
hay una serie de resultados que permiten la critica del proceso de modelacién asi
como algunos procedimientos alternativos en caso de que algunos de los supuestos
subyacentes no sean satisfechos. El objetivo de este texto es proveer de una intro-
duccién al tépico de regresion presentando también aplicaciones précticas asi como
destacar los elementos necesarios para la implementaciéon computacional de tales
técnicas.

Agradezco al profesor Manuel Galea por haberme introducido en este tépico asi
como por su constante apoyo durante toda mi carrera académica. Adicionalmente,
debo destacar el apoyo de los estudiantes que han participado de alguna versién de
este curso, pues producto de sus comentarios y sugerencias este documento se ha
visto notablemente mejorado.

Felipe Osorio
Vina del Mar, 19 de marzo de 2025.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Vectores Aleatorios

El propésito de esta seccion es introducir algunas propiedades elementales de vec-
tores aleatorios dtiles a lo largo de este curso. Se asume que el lector es familiar
con el concepto de variable aleatoria unidimensional.

Un vector aleatorio n-dimensional X es una funcién (medible) desde el espacio de
probabilidad 2 a R™, esto es

X:Q—R"
Por convencién asumiremos que el vector aleatorio X = (X1,...,X,,)T es un vector
columna.

DEFINICION 1.1 (Funcién de distribucién). Para X distribuido en R", la funcion
de distribucion de X es una funcién F : R™ — [0, 1], tal que

F(z)=P(X <x), Ve e R" (1.1)
y denotamos X ~ F o X ~ Fx.

La funcién en (1.1) debe ser entendida como
F(x) =P(X; <z1,X2 < z9,..., X, <z,),
que corresponde a la probabilidad del evento (;_,{Xk < zi}.
PROPIEDAD 1.2. La funcién de distribucién acumulada tiene las siguientes propie-
dades:

(a) F(x) es funcién mondtona creciente y continua a la derecha en cada uno
de los componentes de X,

(b) 0< F(x) <1,

(¢) F(—o00,29,...,xp) =+ =F(x1,...,2p-1,—00) =0,

(d) F(+o0,...,4+00) =1.

Sea F' la funcién de distribucién del vector aleatorio X . Entonces, existe una funcion
no-negativa f tal que

F(x) = /f f(u) du, z € R",

en este caso decimos que X es un vector aleatorio continuo con funcidén de densidad
f. Por el teorema fundamental del Célculo, tenemos que

oy = 2T@

Ademés, considere R =R U {£o0}, para x,y vectores en R™, entonces

xlaxn

<y estoes, z; <y;, parai=1,...,n.

1
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Esto permite definir un rectangulo n-dimensional en R™ como
I=(a,bj={xecR":a<z<b}

para todo a,b € R”. Entonces, también por el teorema fundamental del Calculo,

tenemos que si

f(z) = a8"F(alc)

xlaxn

existe y es continua (casi en toda parte) sobre un rectdngulo I, entonces
P(x € A) :/ f(x)de, VACI.
A
Naturalmente la funcién de densidad debe satisfacer

f(z)dz = 1.

R

Considere el vector aleatorio n-dimensional X particionado como X = (X I, X ;— )T
donde X1 y X5 son vectores n; X 1 y ny X 1, respectivamente, con n = ny + ns.
Tenemos que X; ~ F;, i = 1,2, de este modo X se denomina la conjunta de X1, X o
mientras que los X; y X5 son llamados marginales de X.

Note que, las funciones de distribucién marginal pueden ser recuperadas desde la
distribucién conjunta mediante

Fi(s) = F(s,+00), Fy(t) = F(4o00,t), Vs € R™,t € R"2.

Cuando X es absolutamente continua con funcién de densidad f(x) = f(x1,x2),
entonces la funcién de densidad de X ; también es absolutamente continua y puede
ser obtenida como

fs) = | fswde, fot)= | flut)du, VseR™teR™,
Rn2 R™1

el resultado anterior es analogo para el caso de distribuciones discretas. Si X es
absolutamente continuo y fi(a1) > 0, entonces la densidad condicional de X5 dado
X1 =x es

_ fX(wlau)

fX2|X1::E1(u) - fl(wl)

con funcién de distribuciéon de X5 condicional a X, = x1 dada por
u
FXQ\X1211(U) = / fX2|X1:I1 (t) dt?
— 00
tenemos ademds que

_ fx(®,u)
sz\Xlza:l(u) = m~
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1.2. Operadores de esperanza y covarianza

Considere X = (X1,...,X,)" vector aleatorio n-dimensional con funcién de den-
sidad f. Entonces la esperanza de cualquier funcién g de X estd dada por

Elg(X)) = [ a(®)f(®)dt.

siempre que la integral (n-dimensional) exista.

Mas generalmente, sea Z = (Z;;) una funcién matricial m x n, entonces podemos
definir el operador de esperanza de una matriz aleatoria como

E(Z(X)) = (BE(Zy)),  Zij = Zi(X). (1.2)

De la definicién en (1.2) se desprenden una serie de resultados utiles con relacién
al operador de esperanza. Por ejemplo, sea A = (a;;) una matriz de constantes,
entonces

E(A)=A.

RESULTADO 1.3. Sea A = (a;5), B = (b;;) y C = (c;;) matrices de constantes
Ixm,nxpuylXxp, respectivamente. Entonces

E(AZB +C) = AE(Z)B +C.

DEMOSTRACION. Sea Y = AZB + C, entonces

m n

Y = Z Zairzrsbsj + cij,
r=1s=1

de este modo

E(AZB +C) = (E(Y,)) = (i S i E(Z)hns + )

r=1s=1
=AE(Z)B+C.
|
Un caso particular importante corresponde a la esperanza de una transformacion
lineal. Considere el vector aleatorio n-dimensional, Y = AX, donde X es vector

aleatorio m x 1, entonces E(AX) = AE(X). Esta propiedad puede ser extendida
para sumas de vectores aleatorios, como

E(DAix) =Y AEX),
de manera similar tenemos que
E (Zaizz) = Zai E(Z)),

donde «; son constantes y los Z; son matrices aleatorias.

DEFINICION 1.4 (Matriz de covarianza). Sean X e Y vectores aleatorios m y n-
dimensionales, respectivamente. Se define la matriz de covarianza entre X e Y
como la matriz m X n,

Cov(X,Y) = (Cov(X,,Y;)).
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Podemos apreciar, a partir de la definicién de covarianza que
Cov(X,Y) =E{(X —E(X))(Y —E(Y))"}.
En efecto, sean p = E(X) y n = E(Y'). Entonces,
Cov(X,Y) = (Cov(X;,Yj)) = (E(Xi — i) (Yj — n;))

= E([(X; — ua)(Y; = m;)]) = E[(X = w)(Y =) "].

Tenemos ademas el siguiente resultado
Cov(X,Y) = E{(X — E(X))(Y —E(Y))"}

—EXY"-EX)Y' - XE'(Y)+EX)E(Y))

=E(XY") - E(X)E'(Y).
Se define la matriz de dispersién (varianza), como Cov(X) = Cov(X, X). De este
modo, tenemos

Cov(X) = (Cov(X;, X;)) = E{(X — E(X))(X —E(X))"},
y, de la misma manera que para el caso de la matriz de covarianza,
Cov(X)=E(XXT)—E(X)E"(X).
EJEMPLO 1.5. Sea a vector de constantes n x 1, entonces
Cov(X — a) = Cov(X).
En efecto, note que
X -a—-EX -a)=X-EX),
por tanto, tenemos
Cov(X —a,X —a) =Cov(X, X)

RESULTADO 1.6. Si X e Y son vectores aleatorios m y n-dimensionales, respecti-
vamente y A € R™>™ B € RPX" entonces

Cov(AX,BY) = ACov(X,Y)B'.
DEMOSTRACION. Sean U = AX y V = BY, entonces
Cov(AX,BY) = Cov(U,V)=E{(U -EU))(V —E(V))"}
= E{(AX — AE(X))(BY — BE(Y))"}
= E{A(X - E(X))(Y —-E(Y))'B"}
= AE{(X —E(X))(Y —-E(Y))"}B"
= ACov(X,Y)B".

Tenemos el siguiente caso particular,

Cov(AX) = Cov(AX,AX) = ACov(X,X)A"T = ACov(X)A".
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EjEMPLO 1.7. Considere X, Y, U y V vectores aleatorios n-dimensionales y A,
B, C y D matrices de 6rdenes apropiados, entonces
Cov(AX + BY ,CU + DV) = ACov(X,U)C" + ACov(X,V)D"
+ BCov(Y,U)C" + BCov(Y,V)D".
tomando U =X, V=Y, C=Ay D = B, tenemos
Cov(AX + BY) =Cov(AX + BY ,AX + BY)
= ACov(X)A" + ACov(X,Y)B"
+BCov(Y,X)A" + BCov(Y)B'.

RESULTADO 1.8. Toda matriz de dispersion es simétrica y semidefinida positiva

DEMOSTRACION. La simetria de la matriz de dispersién es obvia. Para mostrar
que Cov(X) es semidefinida positiva, sea Z = X — E(X), y considere la variable
aleatoria Y = a' Z, para a € R™ un vector arbitrareo. Entonces,

a' Cov(X)a=a' E(X —E(X))(X —E(X))Ta
=E(a" (X —E(X))(X —E(X))"a)
—=E(@'ZZ"a)=E(Y? >0
y por tanto, Cov(X) es semidefinida positiva.

Ahora, suponga que Cov(X) es semidefinida positiva de rango r (r < n). Luego
Cov(X) = BB' donde B € R™*" de rango r. Sea Y vector aleatorio r-dimensional
con E(Y) =0y Cov(Y) = I. Haciendo X = BY, sigue que E(X) =01y

Cov(X) = Cov(BY)=BCov(Y)B' = BB".
Es decir, corresponde a una matriz de covarianza. ([l

RESULTADO 1.9. Sea X wector aleatorio n-dimensional y considere la transforma-
cion lineal Y = AX + b, donde A es una matriz de constantes m xn y b es vector
de constantes m x 1. Entonces

E(Y)= AE(X) +0b, Cov(Y) = ACov(X)AT.

EJEMPLO 1.10. Sea X vector aleatorio n-dimensional con media E(X) = p y
matriz de dispersién Cov(X) = 2. Sea

S=UAU"

la descomposicién espectral de X, donde U es matriz ortogonal y A = diag(A), y
considere la siguiente transformacién

Z=ANYU"(X - p)
de este modo, obtenemos que
E(Z)=0 y Cov(Z)=1.

En efecto, la transformacién Z = £7Y/2(X — p) también satisface que E(Z) =0y
Cov(Z)=1.
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Suponga que Z es una matriz aleatoria m X p cuyas filas son vectores aleatorios
independientes p x 1, cada uno con la misma matriz de covarianza . Considere la
particién

Z' = (Zy,...,Zy),
donde Cov(Z;) = ¥, parai = 1,...,n. Tenemos que

Zy
vec(Z') = S
Z,

y dado que todos los Z; son independientes con la misma matriz de covarianza,
podemos escribir

¥ 0 ... O

T o X ... 0
Cov(vec(Z )= . . . =1,

o 0 ... X

Ahora suponga que llevamos a cabo la transformacién lineal Y = AZ B, donde
A € R B € RP*? son matrices de constantes. Entonces E(Y) = AE(Z)B,
mientras que

vec(Y ') = (A® B )vec(Z"),
de modo que
E(vec(Y ")) = (A® B")E(vec(Z)7).
Lo que lleva a calcular facilmente la matriz de covarianza
Cov(vec(Y ) = (A®@ B")Cov(vec(Z ")) (A2 B™)T
=(A®B")(I,2%)(AT @ B)
=AA" @ B'ZB.

DEFINICION 1.11 (Matriz de correlacién). Sea X = (Xi,...,X,)" vector aleatorio

con media g y matriz de covarianza 3. Se define la matriz de correlaciones como
R = (p;j), donde

COV(Xi,Xj) Oij - 1
= = , ihwj=1,...,p.
{var(Xi) var(Xj)}1/2 V0ii03jj J P
Note que, para 3 matriz de covarianza del vector aleatorio X y con D = diag(o11, ...,
opp) (= diag(X)) podemos escribir

Pij

R=D 22D V2

Cada elemento de la diagonal de R es igual a 1, mientras que sus elementos fuera
de la diagonal estan entre —1 y 1. Ademaés se desprende desde la definiciéon que R
es una matriz semidefinida positiva.

RESULTADO 1.12. Sea X wvector aleatorio p-dimensional con E(X) = p y Cov(X) =
3. Sea A una matriz p X p. Entonces

E(XTAX) =tr(AX) + u" Ap.
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DEMOSTRACION. Tenemos
E(XTAX)=E(trX"AX)=E(trAXX")
—trE(AXX ") =trAE(XX")
—trAS +up') =tr(AX) + u' Ap.
0

Considere el siguiente caso especial: sea Y = X — a, entonces Cov(Y) = Cov(X)
y tenemos

E(X —a)"A(X —a)] =tr(AZ) + (u —a) " A(u — a).

EJEMPLO 1.13. Sea 1,, = (1,...,1)" vector n-dimensional cuyos componentes son
todos 1. Note que, 1, 1,, = n. Considere el vector aleatorio X = (Xi,...,X,)",
entonces

XTX = zn:Xf, 1'X = zn:X
i=1 1=1

De este modo, tenemos
n L n . 1 9
X -X)P =3 XX =X X - n(flTX)
n
=1 =1
T LT L+ T L .
- X X—n(—l X)(—l X) —X'X--x"11"Xx
n n n
1
—x7 (I - fJn)X, Jp=1,17
n

Llamaremos a C = I — %Jn la matriz de centrado. Suponga que X1, ..., X, son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media p y va-
rianza o2. Sigue que,

E(X) :/1’17“ 220'21”,
pues Cov(X;,X;) = 0 (i # j). Por tanto, podemos usar el Resultado (1.12) para
calcular la esperanza de la variable aleatoria,

n
Q=> (X;-X)=X'CX,

obteniendo

E(Q) = o?tr(C) + p*17 C1.

Es facil verificar que
1 1 1
tr(C) = tr (I - 711T) —tr(I)— ~tr(11 ) =n—-1T1=n—1,
n n n
1 1
Cc1-= (I——llT)lzl—flllel—lzo,
n n

de donde sigue que E(Q) = o%(n — 1).

REsuLTADO 1.14. Si X es vector aleatorio n x 1. Entonces su distribucion estd
determinada por las distribuciones de las funciones lineales a ™ X , para todo a € R™.
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DEMOSTRACION. La funcién caracteristica de a ' X es

@, x (t) = E{exp(ita’ X)},
de modo que
¢ax(1) = E{exp(ia” X)} (= ¢x(a)).
Es considerada como una funcién de a, esto es, la funcién caracteristica (conjunta)

de X. El resultado sigue notando que una distribuciéon en R™ estd completamente
determinada por su funcién caracteristica. (I

La funcién caracteristica permite un método bastante operativo para el calculo del
k-ésimo momento de un vector aleatorio X. En efecto,

EXeoX @--0X'), k par,
m ) = e xoxTo 90X ©X), kim
PR 5 par’
9" o(t)
._k k
- oot - ot ‘t:o’ bat;
" p(t)
7k k .
otot” -0t otli—o’ | P

1.3. Independencia de vectores aleatorios

Sea Z = (X T, YT)T con X, Y vectores aleatorios n y ¢-dimensionales, respecti-
vamente. Se dicen independientes si y sélo si

F(z,y) = G(z)H(y),

donde F(z), G(x) y H(y) son las funciones de distribucién de Z, X e Y, respec-
tivamente.

Si Z, X eY tienen densidades f(z), g(x) y h(y), respectivamente. Entonces X e
Y son independientes si

f(z) = g(x)h(y).

En cuyo caso, obtenemos como resultado
f(zly) = g(=).

REsuULTADO 1.15. Sean X eY dos wvectores aleatorios independientes. Entonces
para funciones cualquiera k y T, tenemos

E{n(X)7(Y)} = E{n(X)} E{7(Y)},
st las esperanzas existen.

DEMOSTRACION. En efecto, es facil notar que

E{r(X)r(Y)) = / / (o) ()9 (@) h(y) d dy

~ ([ @@ de)( [ rwhiv)ay)

= E{r(X)}E{7(Y)}.
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1.4. Cambios de variable

Considere la funcién f : R™ — R™, el Jacobiano se define como el valor absoluto
del determinante de Df(x) y es denotado por

J(y — x) = [Df(z)|+ = abs(det(Df(x))),
donde y = f(z). Note que si z = f(y) y y = g(x), entonces tenemos
Jz—oz)=J(z—=y) Jly—x)
Jy—z)={J(x -y}

El siguiente resultado presenta una de aplicacién del Jacobiano de una transfor-
macién para obtener la funcién de densidad de una transformacién de un vector
aleatorio.

PROPOSICION 1.16 (Transformacién de vectores aleatorios continuos). Sea X vector
aleatorio n-dimensional con densidad fx(x) y soporte S = {x : fx(x) > 0}. Para
g : S — R"™ diferenciable e invertible, sea y = g(x). Entonces la densidad de Y
estd dada por

fy(y) =1Dg~ ' (y)|+ fx(g~ " (v))
={Jy =)} " fx(g " (v).

EJEmMPLO 1.17. Sea Y = AXB, Y ¢ R X ¢ R"9 A € R"*" y B € R9%4,
Entonces

dY = A(dX)B,
vectorizando obtenemos
vecdY = (B' @ A)vecd X,
esto es, DF(X) = B ® A, por tanto
JY = X)=|B' © Al; = |[A[4|B" |1 = |A|{|B[}

1.5. Distribucién normal multivariada

La distribucién normal multivariada ocupa un rol central en inferencia multivariada
asi como en modelacion estadistica. En esta seccién introducimos la distribucion
normal multivariada mediante tres definiciones equivalentes.

Una variable aleatoria (uni-dimensional) Z tiene una distribucién normal con media
cero y varianza uno si su funciéon de densidad es de la forma

flz) = (27r)*1/2 exp ( - %22), z€R,

en cuyo caso escribimos Z ~ N(0,1). Mas generalmente una variable aleatoria
Y € R tiene distribucién normal con media yu € R y varianza o2 > 0 si

YL u+ozZ — Z~N0,1),

en cuyo caso escribimos Y ~ N(u,0?). Cuando % = 0, la distribucién N(u, 0?) se
interpreta como una distribucién degenerada en u. Si Y ~ N(u,0?), entonces su
funcién caracteristica adopta la forma

p(t) = exp (itp — Lo?t?), teR.
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Sea Z1, ..., Z, variables aleatorias independientes cada una con distribucién N(0, 1)
y considere el vector aleatorio Z = (Z1,...,Z,) . De este modo, la densidad con-
junta de Z es dada por

n

f(z)= l_[(27r)71/2 exp (— %zf) = (2m) % exp ( — Zz?)

i=1 i=1
= (2m) " exp (- 52[%),
y anotamos Z ~ N, (0, I).

N |

DEFINICION 1.18. Un vector aleatorio p-dimensional, X tiene distribucién normal
con vector de medias g € RP y matriz de covarianza Cov(X) = X > 0 sélo si, para
todo vector t la variable aleatoria (uni-dimensional) ' X es normal univariada, en
cuyo caso escribimos X ~ N,(u, X).

OBSERVACION 1.19. Note que en la definicién anterior no se ha hecho supuestos
respecto de la independencia de los componentes de X.
RESULTADO 1.20. Suponga que X ~ Np(p, %) y considere la transformacion li-
neal Y = AX + b donde A € R™*P con rg(A) = m. Entonces Y ~ N, (Ap +
b,ASAT).
DEMOSTRACION. Sea Y = AX + b y simplemente note que

t'Y =t"AX +t'b=(A"t)' X +t'b=h"X +¢,

por la Definicién 1.18 tenemos que h' X es normal y como c es una constante, sigue
que t'Y tiene distribucién normal multivariada. O

A partir del resultado anterior sigue que todas las distribuciones marginales de
X también son normalmente distribuidas. En particular, también permite apreciar
que la distribuciéon normal satisface la siguiente propiedad relativa a la simetria
multivariada:
Z ~N,y(0,0°I,) = QZ < Z, vQ €0,
RESULTADO 1.21. Si X ~ Np(p,X), entonces la funcidn caracteristica de X es
dada por
ox(t) = exp(it " pu — %tTEt).
DEMOSTRACION. Sabemos que la funcién caracteristica de un vector aleatorio, sa-
tisface
px(t) = E{exp(it’ X)} = ¢,7x (1),
donde la funcién caracteristica de la variable aleatoria uni-dimensional ¥ = ¢ X
es evaluada en 1. Como X ~ N, (u, ) sélo si ' X ~ Ny(t" p,t" Et), tenemos

px(t) =exp (it'p— 3t'3t).
En efecto, sea 3 matriz de covarianza p X p semidefinida positiva de rango r y sea

Z1,..., 7, variables aleatorias IID N(0,1). Entonces el vector Z = (Zy,...,Z,)"
tiene funcién caracteristica

p2(t) =E{exp(it” 2)} = || E{explit; 2)))

T
= H exp ( — %t?) = exp ( — %tTt).
j=1
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Considere
X=up+BZ,

donde B € RP*" con rg(B) = r, tal que X = BB y p € RP. De este modo, X
tiene funcién caracteristica

¢x(t) = E{exp(it ' X)} = E{exp(it" (u + BZ))}
= exp(it" p) E{exp(it' BZ)} = exp(it )z (h), h=B't
= exp(it' p) exp(—%tTBBTt) = exp(it' p— %tTEt).
(]

OBSERVACION 1.22. El Resultado 1.20 puede ser demostrado de manera bastante
simple usando la funcién caracteristica (ver Ejercicio 1.3).

RESULTADO 1.23. Si Z ~ N,(0,I). Entonces
E(Z) =0, Cov(Z)=1.

DEMOSTRACION. Para mostrar el resultado deseado, podemos calcular el primer y
segundo diferencial de la funcién caracteristica del vector aleatorio Z ~ N, (0, I).
Debemos calcular,

doz(t) = —pz(t)t' dt,

y
d®pz(t) = —dpz(t)t" dt — oz (t)(dt) " dt
— o (8)(dt)THT dt — o (£)(dt)T dt
— (1)) T (¢ — D dt,
de ahi que
dpz(t) Ppz(t) T
= —p,(t)t = t)(tt —1I).
Ahora, el vector de medias y matriz de covarianzas estdn dadas por
1 0pz(1)
E(Z)=i1 222 =
(Z) =1 ot li=o0
Doz (t)
E(ZZ")=i2"T222|  =1=Cov(Z).
( ) =1 OtotT li=o ov(Z)

OBSERVACION 1.24. Considere
X=pu+BZ, X=BB',
con Z ~ N, (0, I). Usando los Resultados 1.20 y 1.23, sigue que
E(X)=p+BE(Z)=p, Cov(X)=BCo(Z)B' =%.

RESULTADO 1.25. Si X ~ Np(p, X), entonces la distribucion marginal de cualquier
subcongunto de k (< p) componentes de X es normal k-variada.
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DEMOSTRACION. Considere la siguiente particién:

(o) () =eGE)
donde X1 y pq son vectores k x 1y 317 es k x k. Aplicando el Resultado 1.20 con
A=(I;0 R vy b=0,
sigue inmediatamente que X1 ~ N (g1, X11). O
Una consecuencia de este resultado es que la distribucién marginal de cada compo-

nente de X es normal univariada.

OBSERVACION 1.26. La inversa del Resultado 1.25 no es verdad en general. Es
decir, que cada componente de un vector aleatorio tenga distribuciéon normal no
implica que todo el vector siga una distribucién normal multivariada.

RESULTADO 1.27. §i X ~ N,(u,X) y X, p y X son particionadas como en la
Ecuacion (1.3). Entonces los vectores X1 y Xo son independientes si y sélo si
212 = O.

DEMOSTRACION. Note que Cov(X1, X3) = Xjg, asi la independencia entre X
y X9 implica que ¥15 = 0. Suponga ahora que X125 = 0. Entonces la funcién
caracteristica

px(t) = exp(it' p — jt' St)
= exp(it] py + ity py — 1t] Tiity — 3ty Booto)
= exp(it{ py — 5] Suity) exp(ity py — 5t Toots)
= ¢x, (t1)px,(t2),
es decir, X1 ~ Ni(p;,311) es independiente de X ~ Np_j(pto, Ba2). O

DEFINICION 1.28. Si X ~ N, (g, X) y X es definida positiva, entonces la densidad
de X asume la forma

Ix(@) = 278 P exp{-L@— ) S @ —p)}, @RV

DEMOSTRACION. Sea Zi,...,Z, variables aleatorias [ID N(0,1). Tenemos que la
densidad conjunta de Z = (Z1,...,7Z,)" es

fz(z) = (2m) P/ exp(—3 | 2II*).

Considere X = u+BZ con p € RP y 3 = BBT, con B matriz de rango completo.
Entonces, tenemos la transformacién inversa

Z=g'(X)=B"(X —p),
y dZ =dg~'(X) = B~'dX, con matriz jacobiana Dg~'(X) = B™*, como
IDg~'(X)|+ = |B|™' = [BB"|"/2,
obtenemos
fx(x) = |Dg™ (z)]+fz(g™ (z))
= (2n) "?|BBT|"?exp{§(z — p) "B~ B! (z — p)},

notando que ¥ 7! = B "B! sigue el resultado deseado. [
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EJEMPLO 1.29. Sea X ~ N2(0,3) donde

_(1 »r
E-(p 1), -l1<p<l.

En cuyo caso, la funciéon de densidad es dada por:

1 1
@) = =

A continuacién se presenta la funcién de densidad para los casos p = 0.0,0.4 y 0.8.

(z1 + 23 — 2pl’1$2)}.

(b) contornos

oo 3
o0
oon
oos

oss
. oo
-
o] oo
o oz s g o5 10
(d) contornos
o o] oz
oz
o
020 34 022
o
ois
os 3 e
o
. oz
ST s
010 0.10
oo
5] oos
oss
oot
oz
29 oo
0.00 T T T T T T
o oz i o o5 10
(e) p=10.8 (f) contornos

Ficura 1. Densidad de X ~ N3(0,X) para p = 0.0,0.4 y 0.8.
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Es facil apreciar que la funcién de densidad es constante sobre el elipsoide

(@— 1) S @—p) =\

en RP para todo A > 0. Este elipsoide tiene centro p, mientras que ¥ determina su
forma y orientacion. Ademds, la variable aleatoria

P
(X - S X-p=2"2=3 2 (1.4)

i=1
sigue una distribucién chi-cuadrado con p grados de libertad y la cantidad D =

{(X —p) T2 (X — u)}/? se conoce como distancia de Mahalanobis de X a p.

OBSERVACION 1.30. Para la existencia de densidad hemos asumido que ¥ > 0. En
el caso de que 3 > 0 decimos que X sigue una distribucién normal singular.

Para introducir una definicién de la funcién de densidad asociada a una variable
con distribucién normal singular, note que X ~ N(u,0?) con 62 =0 < x = u con
probabilidad 1 (pues si 62 = 0, P(X = p) = lim,, o P(|X — p| < 1/n) = 0, Vn).

Considere Y ~ N, (p, 3) con rg(X¥) = r < p. Entonces, podemos escribir

N
S =UAU" = (U,,U,) (%1 8) @%) =U, AU,
2

donde Ay = diag(A,...,\r). De este modo, es claro que

U'SU = U;3U,=0,
es decir, tenemos que U; (Y — p) = 0 con probabilidad 1. Mientras que

U/l (Y — p) ~ Ny(0,Ay).
Ademés £~ = U AT'U| = U, (U ZU,)"'U/ . Asi, Y tiene la siguiente densi-
dad normal (singular)
fr(y) = 120U SUL|" 2 exp{—3 (U (y — w)) (U] SUL) U] (y — )}
= (2m) 2| A T2 exp{—5(y — ) TULAT U (y — )}

El siguiente resultado presenta la distribucién condicional de un vector aleatorio
con distribuciéon normal multivariada.

RESULTADO 1.31. Sea X ~ N,(p, %) y particione X, p y 3 como:

Xy ny Y Yo
X = = 3=
(X2> 7 g (N2> 7 (221 222> ’

donde X1 y pq son vectores k x 1, mientras que 311 es matriz k x k. Sea 35, una
inversa generalizada de Yoo, esto es, una matriz que satisface

3903055200 = oo,

Y sea 1.0 = 211 — X929y 201. Entonces

(a) X1 — 212355 X 2 ~ Np(pg — X12X 5519, X11.2) ¥ es independiente de X o.
(b) La distribucion condicional

(X 1| X2 =x2) ~ Ng(pg + X12355 (22 — po), X11.2).
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DEMOSTRACION. Considere la transformacién lineal

(Y. (I, —-B X1\
=)= (6 55) (k) -ox
sigue que Y ~ N, (Cp, CECT), donde
I, —-B .“1) (Ih - BHQ)
C == =
# (0 IP—k) <“2 %)
I, -B > b I 0
CECT — k 11 12 k
(0 Ip_k) <221 ) \-B" I,
. (211 — BXy; — 2123—r + B222BT Y12 — 3222)
221 — EQQBT 222 '

De este modo, nuestro interés es escoger 315 — BXos = 0. Es decir, 315 = B3gs.
Por otro lado, notando que

312255200 = BX5y 35,300 = BY)y = X1y,

sigue que 2123—r = BEQQBT (v andlogamente BXY.o; = BEQQBT). Esto es, si B es
escogida como B = 3153,,, entonces Y1 y Y5 son independientes con distribucién
conjunta

Yo\ (X — 31235 X0) N Py — 1230519 Y12 O
Y. X, p 1% N0 X))

Esto muestra la parte (a). Para notar la parte (b), note que las densidades de Yy
v Y5 estan dadas por

9(Y1; 612, T112) = 2751107 exp{—F(yy — 612) " E1)5(ys — 812)}
Fa(yai pa, Daz) = [2700| Z exp{—3(y2 — 12) " o5 (32 — 12)},
y la densidad conjunta para Y = (Y| ,YJ)" adopta la forma

FY1, 921, %) = 9(y1301.2, B112) f2(Yai o, Ta2).-
Como

flx1, 251, ) = fr2(z1; 1, Blx2) fo(me; g, Bo2),
entonces, la densidad condicional de X1 dado X9 = @5 debe ser g(y;;81.2, X11.2)-
Ademis, es facil notar que la forma cuadratica

(Y1 .0, B112) = (Y; — 51-2)T2f11.2(yl —0d1.2)

= (z1 — X1235x2 — 51‘2)T21711.2(CC1 — 31235 ®2 — 01.2)

= (z1 - N1-2)T2f11-2($1 — H1.2)s
donde
Mg = py + B12Z0s (T2 — po),
lo que muestra el resultado. ([l

OBSERVACION 1.32. La esperanza de la distribucién condicional de X; dado X,
es decir

BE(X1| X2 =®2) = py + Z12X05(T2 — po),
se denomina funcion de regresion de X1 sobre X, con coeficientes de regresién

B = 3,,%,,. Esta es una funcién lineal de X5 y la matriz de covarianza 3.2 no
depende de Xs.
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RESULTADO 1.33. Sea X ~ Np(u,X) y considere Y1 = A1 X, Yy = Ay X dos
funciones lineales del vector aleatorio X . La covarianza entre Y1 y'Y o es dada por

Cov(Y1,Y5) = A; Cov(X,X)A] = A ZA]

Este resultado permite obtener una condicién para la independencia entre dos for-
mas lineales en variables aleatorias normales, estos es Y1 y Y5 seran independientes
siy sélosi A|ZA) = 0.

EsempLo 1.34. Considere X, ..., X, una muestra aleatoria desdiN(u, 0?) y sea
Z = (Zy,...,Z,)" el vector de datos centrados con Z; = X; — X, i = 1,...,n,
donde X = L 3" | X;. Podemos escribir

— 1
X=-1"TX, Z=CX,
n

conC =1, — %11T la matriz de centrado. Tenemos que X ~ N, (ul,0%I,) y X
con Z son independientes pues C1 = 0.

EJEMPLO 1.35. Sea X ~ N, (0,0%I) y considere las transformaciones Y; = AX y
Y, = (I - ATA)T X. De este modo

Cov(Y1,Y3) = Cov(AX,(I - ATA)TX)=0?A(I - AT A) =0,
pues AATA = Ay Y, con Y, son independientes.

1.6. Alternativas a la distribucién normal multivariada

La distribuciéon normal multivariada es de importancia fundamental en la teoria
clasica de modelos lineales asi como para andlisis multivariado. A pesar de su uso
amplio, es bien sabido que la inferencia estadistica basada en la distribucién normal
es vulnerable a la presencia de datos atipicos, esto ha motivado considerar distri-
buciones alternativas que eviten este tipo de limitaciones. En esta direccién, varios
autores han sugerido utilizar la clase de distribuciones elipticas (ver, por ejem-
plo, Fang et al., 1990; Arellano, 1994) particularmente debido al hecho de incluir
distribuciones con colas mas pesadas que la normal, tales como la t de Student,
exponencial potencia y normal contaminada, entre otras. Una subclase importante
de la familia de distribuciones elipticas es la clase de distribuciones de mezcla de
escala normal (Andrews y Mallows, 1974) la que tiene propiedades similares a la
distribucién normal, es relativamente simple de trabajar y permite proponer pro-
cedimientos para estimacion robusta. A continuacién se presenta la definicién y
algunos ejemplos de distribuciones en la clase eliptica.

DEFINICION 1.36. Sea U vector aleatorio p x 1 con distribucion uniforme sobre el
conjunto
Sp={x eRP: ||z| =1}, (1.5)
esto es S, denota la superficie de la esfera unitaria en RP. En cuyo caso anotamos
U~ U(S).
PROPIEDAD 1.37. Si Z ~ N, (0, I), entonces U = (Uy,...,U,)" ~ U(S,), donde
Z

1Z1I
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El resultado anterior es muy relevante pues permite definir la densidad de un vector
aleatorio U ~ U(S,) y ofrece un procedimiento muy simple para generar observa-
ciones sobre la esfera unitaria. Considere el siguiente gréfico,

(a) Esfera unitaria (b) Datos simulados

FIGURA 2. Esfera unitaria y datos generados sobre la superficie Sp,.

DEFINICION 1.38. Un vector aleatorio p x 1, X se dice que tiene simetria esférica
si para cualquier Q € O, sigue que
Qx 2 x.
EJEMPLO 1.39. Sea U ~ U(S,), entonces es bastante obvio que QU iy
EJEMPLO 1.40. Suponga X ~ N,(0,0%I). Tenemos que
QX ~ N,(0,5°1),

. d . . , -
para Q € Oy, es decir QX = X tiene simetria esférica.

DEFINICION 1.41. Un vector aleatorio p-dimensional tiene distribucion esférica sélo
si su funcion caracteristica satisface

(a) p(Q"t) = ¢(t), para todo Q € O,
(b) Existe una funcién +(-) de una variable escalar tal que @(t) = (¢t '¢).

En este caso escribimos X ~ S, (¥).
EJEMPLO 1.42. Sea X ~ N,(0,I), tenemos que
p(t) = exp{—3(tT + -+ 15)} = exp(—3t " B).

RESULTADO 1.43. Sea 1 (t't) la funcion caracteristica del vector aleatorio X . En-
tonces X tiene representacion estocdstica

X 2 RU,
donde U ~ U(S,) y R~ F(X) son independientes.

RESULTADO 1.44. Suponga que X L RU ~ S,(¥) (P(X =0)=0), entonces
d X 4
IX[|=R,  5=U.
X1l

Ademds || X|| v X /|| X || son independientes.
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RESULTADO 1.45. El vector de medias y la matriz de covarianza de U ~ U(S,)
son:

1
E(U) =0, Cov(U) = EIP,
respectivamente.

DEMOSTRACION. Sea X ~ N,(0,I), tenemos que X 4 IX||U, con || X|| indepen-
diente de U. Sabemos que || X||?> ~ x?(p). Dado que

E(X) =0, E(IX]) >0, v E(IX[)=p, Cov(X)=1I,,
el resultado sigue. O
RESULTADO 1.46. Si X £ RU ~ S,(g9) y E(R?) < co. Entonces,

E(X)=0, Cov(X)= E(fQ)I,,,

respectivamente.

DEMOSTRACION. En efecto, como R y U son independientes, sigue que
E(X) =E(R)E(U) =0,

E(R?)

p

siempre que E(R) < oo y E(R?) < o0. O

Cov(X) = E(R®)E(UU") = E(R?) Cov(U) = I

Py

DEFINICION 1.47. Un vector aleatorio p x 1, X tiene distribucién de contornos
elipticos con pardmetros p € R? y 3 > 0 si
d
XLu+BY, Y ~Su(y)

donde B € RF*? es matriz de rango completo tal que, BB' =% con rg(X)=ky
escribimos X ~ EC,(u, ;).

OBSERVACION 1.48. La funcién caracteristica de X ~ EC,(p, ;1) es de la forma
p(t) = exp(it" p)p(t ' St).

Note ademas que la representacién estocastica de X es dada por
X £+ RBU,
donde R > 0 es independiente de U y BB' =3.
RESULTADO 1.49. Suponga que X ~ EC,(p, X;v) y E(R?) < co. Entonces
E(R?)

E(X) =pu, Cov(X) = » 3.

DEFINICION 1.50. Se dice que el vector X tiene distribucién de contornos elipticos
si su funcién de densidad es de la forma

fl@) =2 g((x —p) "= (@~ p), xR

donde g : R — [0, 00) es funcién decreciente, llamada funcidn generadora de densi-
dad, tal que:

/ uP/* g (u) du < oo,
0

y escribimos X ~ EC,(u, 35 g).
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OBSERVACION 1.51. Asuma que X ~ EC,(p, X; 1) con rg(X) = k. Entonces,
U=(X-w)'S (X - <R,
donde X es una inversa generalizada de X.

EJEmpPLO 1.52. En la siguiente figura se presenta la densidad asociadas a las si-
guientes funciones g:

Normal: g(u) = ¢1 exp(—u/2).

Laplace: g(u) = c2 exp(—+/u/2).

Cauchy: g(u) = c3(1 + u)~P+H/2,

Exponencial potencia (PE): g(u) = c4 exp(—ut/2), A = 2.

05

00

(¢) Cauchy (d) PE,A=2

FI1GURA 3. Funciones de densidad del vector X ~ EC3(0,1I;g)
para las distribuciones normal, Laplace, Cauchy y exponencial po-
tencia con A = 2.

EJEMPLO 1.53 (Distribucién ¢ de Student). La funcién generadora de densidad de
un vector aleatorio con distribucién ¢ de Student asume la forma

INE==2) (1 N 3)—(u+p>/2 b0
14 ’ ’

7= T
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Para la distribucién ¢ de Student, tenemos que R*/p ~ F),,. Ademds, la funcién
caracteristica de X ~ t,(u, X, v) es dada por

_ sty

(t) = W (0 2) exp{itT p} K, ;o (|[VrEt), t e R,

donde K, (x) denota la funcién de Bessel modificada de segundo tipo. Un caso
particular importante corresponde a la distribuciéon Cauchy, cuando v = 1, mientras
que la distribucién normal corresponde al caso limite v — oc.

EJeEMPLO 1.54 (Distribucién Exponencial Potencia). Para la distribucién Expo-
nencial Potencia (Gémez et al., 1988), la funcién generadora de densidades es dada
por

pr(§)m#/
1+ %)2”%
y es usual utilizar la notacion X ~ PE,(p,3,)). En este caso tenemos que la
variable aleatoria positiva R tiene densidad

g(u) = exp(—u/2), A>0.

_ p p—1 2X
h(r) = W P~ exp(—r®t/2), r > 0.
Note también que R?** ~ Gama(%7 %) Debemos destacar que esta clase de distri-
buciones contiene la distribucién normal como un caso particular cuando A = 1.
Mientras que tiene colas mas pesadas que la normal si A < 1 y colas mas livianas
para el caso A > 1. Otro caso particular de interés es la distribucién Laplace, que
es recuperada cuando \ = 1/2.

DEFINICION 1.55. Sea p € RP, 3 matriz p x p definida positiva y H funcién de
distribucién de la variable aleatoria positiva W. Entonces, se dice que el vector
aleatorio X sigue una distribucion de mezcla de escala normal si su funcién de
densidad asume la forma

f(x) = 273|712 /Oo wP’? exp(—wu/2) dH(w),
0

donde u = (x — p) TS (z — p) y anotamos X ~ SMN,,(p, Z; H).

EJEMPLO 1.56 (Distribucién Slash). Un vector aleatorio X tiene distribucién Slash
si su funcién de densidad es de la forma:

1
fx) :y(27r)*p/2|2|*1/2/ wP > exp(—wu/2) dw.

0
En este caso, tenemos que h(w) = vw”~!, para w € (0,1) y v > 0. Es decir
W ~ Beta(v, 1).
OBSERVACION 1.57. Un vector aleatorio X ~ SMN,(u, 3;H) admite la represen-
tacion

XLpurwirg,

donde Z ~ N,(0,X) y W ~ H(v) son independientes. También podemos utilizar
la siguiente estructura jerarquica:
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Esta representacion permite, por ejemplo
E(X) = E(E(X[W)) = p
Cov(X) = E(Cov(X|W)) + Cov(E(X|W)) = E(W ™ H)X,
siempre que E(W~1) < cc.

EJemMpPLO 1.58 (Distribucién t de Student). Para X ~ t,(u,%,v), con v > 0,
podemos escribir

X|W ~ Np(p, E/w), W ~ Gamma(v/2,v/2),
es decir, la funcién de densidad asociado a la variable de mezcla, es dada por
(V/Z)u/2wu/27l
I'(v/2)

EJEMPLO 1.59 (Distribucién normal contaminada). Considere X ~ CN,(p, 3, €,)
Little (1988) donde 0 < € < 1 denota el porcentaje de contaminacion y 0 < vy <1
corresponde a un factor de inflacion de escala. Fn este caso, la variable de mezcla

tiene densidad
h(w;é){ “ @

h(w;v) = exp(—vw/2).

l—e w=1"
con & = (e,7)". Podemos notar que la funcién de densidad adopta la forma:

f@) = (1 — 620272 exp(—u/2) + ey?/?120%| 712 exp(—Mu/2).

1.7. Algunas distribuciones no centrales

Las distribuciones chi-cuadrado, F', t de Student no central son derivadas desde
la distribucién normal multivariada y son ttiles para desarrollar la inferencia en
modelo de regresion lineal.

RESULTADO 1.60. Sea Z ~ N,(0,I) y sea U = Z'"Z. Entonces U ~ X2(p), con
funcion de densidad

f(u) -

— p/2-1 —
= ST () u exp(—u/2), u > 0.

DEMOSTRACION. Como U es una funcién de variables aleatorias normales, entonces
su funcidn caracteristica asume la forma

vy (t) = E{exp(itU)} = / exp(itu)(2m) ~P/? exp(—1z"2)dz

RP
= (QW)*P/Z/R exp(—%(l — Zit)sz) dz = (1- Qit)*p/Q’

que corresponde a la funcién caracteristica de una variable aleatoria chi-cuadrado
con p grados de libertad. O

DEFINICION 1.61 (Distribucién chi-cuadrado no central). SiY ~ N,(u, I), entonces
U =YY tiene distribucién chi-cuadrado no central con p grados de libertad y
pardmetro de no centralidad A = p " p2/2, en cuyo caso anotamos U ~ x2(p; \).
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RESULTADO 1.62. Sea Y ~ N, (p, I) donde pp = (p1,...,pp) #0 yseaU =Y Y.
Entonces la funcion caracteristica de U es dada por

25t A
t) = (1— 2it)~?/2 (7)
pult) = (1= 2it) " exp (20,
con A =p" /2.
DEMOSTRACION. Como Y7, .. .,Y), son variables aleatorias independientes, tenemos

pu(t) = E{ exp (tin)} —g{ _ﬁexpmg?)} = ﬁE{expm?)}

Py2(t).

J

—-

1

J
Ahora, la funcién caracteristica asociada a la variable aleatoria sz es dada por

py2(t) = / h exp(ity?)(2m) /% exp{ =% (y; — p15)*} dy;

— 00

- eXp{?(l—lzit>_f}/m Co eXp{ - (1722#) (yf— 1%%)2}‘1%’

oo

de este modo,

pra(t) = (1 2it) M exp {12 (2 )),

1 — 2t
y por tanto la funcién caracteristica de la variable U = >"_, Y/?, asume la forma
25t
wu(t) :(1—2it)_p/2exp<1 22'75)’ A=pu"p/2.
— 2§

]

OBSERVACION 1.63. Es interesante notar que la funcién caracteristica de la variable
U=Y'Y, puede ser escrita como

ou(t) = (1 — 2it) P2 exp (

1—2it_/\>
/2o {A(1 = 2it)}E

L e AR

_ o (1 _ Qit)_(p+2k)/2.

Es decir, la funcién caracteristica de U es un promedio ponderado con pesos Poisson
de funciones caracteristicas de variables aleatorias chi-cuadrado con p + 2k grados
de libertad.

Usando la relacién entre funciones caracteristicas y sus correspondientes funciones
de densidad, sigue que la chi-cuadrado no central tiene la siguiente representacién
de mezcla
UlZ ~ X*(p+ 2z), Z ~ Poisson(}), (1.6)
con densidad
e NE 1
flu) = Kl 20/2HED (B 1 k)

uP/? T exp(—u/2), u> 0.
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La representacién en (1.6) es muy util para obtener los momentos de una variable
aleatoria con distribucién chi-cuadrado no central. En efecto, el valor esperado de
U ~ x?(p; \) es dado por
E(U)=E{E(U|Z)} =E{p+2Z} =p+2E(Z) = p+2),
mientras que la varianza de U puede ser calculada como
var(U) = E{var(U|Z)} + var{E(U|Z2)}
=E{2(p+22)} +var(p+22)
=2p+4X+ 4\ =2p+ 8.

RESULTADO 1.64. Si X ~ N,(u, %) donde 3 es matriz no singular. Entonces

() (X —p)TE7HX — p) ~ P (p)-
(b) X=X ~x2(p;\), donde A= LpTE" .

DEMOSTRACION. La idea de la demostracién se basa en transformar los compo-
nentes de X en variables aleatorias normales independientes. Considere ¥ = BB
con B no singular. Para probar (a), tome

Z=B"(X - ),

luego Z ~ N,(0,I) y de este modo
(X —p) 'S HX —p) = Z7Z ~ X’ (p;0).

Para probar (b), sea Y = B™' X, luego

Y ~ Np(BilliaI)y
y

X's'X=Y'B'2'BYy=Y'Y,

que por definicién tiene una distribucién chi-cuadrado no central, con parametro
de no centralidad

1 B 1
A=S(BT W (B p) = op 2
O

DEFINICION 1.65 (Distribucién F no central). Sea X1 ~ x?(v1;\) v X2 ~ x%(v2)
variables aleatorias independientes. Entonces,

X1/
Xy /va
es decir F' sigue una distribucion F' no central con vy y vy grados de libertad y
parametro de no centralidad .

F = NF(Vl,I/Q,)\),

DEFINICION 1.66 (Distribucién Beta no central). Considere Uy ~ x2(v1, ), Uy ~
x2(2) tal que Uy y Us son variables aleatorias independientes. Entonces,

Ui+ Us
esto es, G sigue una distribucion Beta no central con parametros de forma y escala
V1 ¥y Vo, respectivamente y pardmetro de no centralidad A.

G ~ Beta(ul, Vo, )\),
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DEFINICION 1.67 (Distribucién ¢ de Student no central). Si Y ~ N(u,02)y U/o? ~
x%(v) son independientes, entonces

Y
T=———=n~t,(\), A=upu/o,
U/v
es llamada una variable aleatoria con distribucion t de Student no central con v
grados de libertad y parametro de no centralidad .

Note también que si Z ~ N(0,1), U ~ x%(v), § es una constante, y Z es indepen-
diente de U, entonces

T_ Z+6

T t,(6).

Ademis el cuadrado de una variable aleatoria t no central se distribuye como una
variable aleatoria F' no central con parémetro de no centralidad § = \?/2. De este
modo,

£2(0) £ F(1,1,A2/2).

1.8. Distribucién de formas cuadraticas

Para motivar ideas, sabemos que si Z ~ N,(0,I), entonces U = Z'Z ~ 2(p)
pues corresponde a la suma de variables aleatorias IID N(0, 1). El objetivo de esta
seccién es proveer condiciones bajo las cuales variables aleatorias de la forma U =
XTAX con X ~ N, (p, X)) siguen una distribucién chi-cuadrado no central asi
como establecer la independencia entre dos o més formas cuadraticas.

RESULTADO 1.68. Si X ~ N,(p,I) y A € RP*P es matriz simétrica. Entonces
XTAX ~ X2(k;0) si y sélo si A es idempotente, en cuyo caso los grados de
libertad y el pardmetro de no centralidad estan dados por

1
k=rg(A)=tr(4), y O=gp'Ap,
respectivamente.

DEMOSTRACION. Suponga que A es idempotente de rango k. Entonces existe una
matriz ortogonal P tal que
0 (I, 0
P AP = < 0o o)
SeaY = P X, entonces Y ~ NP(PT/J,, I,y

T T(Ix O . 2
X'Ax=Y" (g , Y =) Y7
=1

que sigue una distribucién chi-cuadrado con k grados de libertad. Para el parametro
de no centralidad 6, note que

E(3(k;0)} =k+20=E(XTAX) =tr(E(XX ")A)
=tr((I+pp")A)=k+p" Ap,

y de ahi que 6 = %uTAu.
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Ahora, suponga que X ' AX ~ x2(k;6). Si A tiene rango r, entonces para P matriz

ortogonal p X p,
A O
T _ 1
P AP = ( 0 0) ,

con Ay = diag(A1,..., ), donde Aq, ..., \,. son los valores propios no nulos de A.
Sea Y = P" X, entonces

T TpT 2
X'TAX =Y 'PTAPY =) )Y/ =U.
j=1
Tenemos que Y ~ N,(8,I) con § = P, de modo que Y7 ~ x*(1;67/2) con
funcién caracteristica

itd?
py2(t) = (1-2it) "2 exp (1 — ;lt)
por la independencia de Y7,...,Y, sigue que
! itA;07
£ = [T = 2itx) 2 exp (22 )
eu(t) ]1;[1( itA;) exp 1— 2ith,
_ (ti)‘]iéﬂg) ﬁ(1_2't)\,)*1/2
=exp (1 2 T 3itx, ) it .
j=1 Jj=1
Como X" AX ~ x3() tiene funcién caracterfstica
) 2it0
pxTax(t) = (1-2it) " exp (1 j 2@:5)’

entonces desde las dos expresiones anteriores debemos tener r = k, A\; =1, Vj y
0=>3; 6% /2. Consecuentemente PT AP tiene la forma

T (I, O
par- (10),
que es idempotente. Luego
P'AP=(P"AP)(PTAP)=P'A’P — A’=A.
O

RESULTADO 1.69. Si X ~ N,(u,X) donde X es no singular y X, p y X son
particionados como

(X)) =GR
donde X1, py son k x 1 y 341 es k x k. Entonces
U=(X—p)'Z7HX —p) = (X1 — py) "B (X1 — ) ~ X0 — k).
DEMOSTRACION. Considere ¥ = BB, donde B es no singular y particione B
como
B= (Bl) , B, € RF*?,

B,

Luego,
s _BBT - (BlBlT BlBQT)

B,B| B,B,
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de donde sigue que ¥y, = BB . Ahora, sea Z = B™'(X — u) ~ N, (0,I). De
este modo,
(5:) 7= (%)
B, Xo—py)
Entonces
U=2'Z-7Z"B{(B,B])'B,Z=2"(I-B/|(B,B|) 'B))Z

=Z'"(I-H,)Z, con H,=B](B,B/)'B;.

Note que H; es simétrica e idempotente y por tanto también lo es C = I — H;.
De donde sigue que U ~ x2(v), con v =1g(C) = p — k. O

El Resultado 1.68 se puede generalizar al caso que X tiene una matriz de covarianza
arbitraria. Suponga que X ~ N, (0,3). Una condicién para que X " AX tenga una
distribucién chi-cuadrado es

JAYA=3A,

en cuyo caso los grados de libertad son k = rg(AX). Si ¥ es no singular, la condicién
resulta AYXA = A.

RESULTADO 1.70. Si X ~ N,(0,X) donde X tiene rango k (< p) y si A es una
inversa generalizada de T (SAX = %), entonces X ' AX ~ x2(k).

DEMOSTRACION. Considere Y = BX donde B es una matriz no singular p x p tal
que
I, O
T_ (1K
BYB' = (0 0) .

Particionando Y = (YI,Y;)T donde Y'; es un vector k x 1 sigue que Y; ~
Nx(0,I) y Y3 = 0 con probabilidad 1. Es decir, tenemos que

Y =(Y/,0)", con probabilidad 1.

Ahora, note que

0 O

pues A es una inversa generalizada de 3. De este modo,

<I’“ 0) = BYXB' = BXAXB'

(IO’“ 8>:BzBTBTABleBT
_ I, O -T 1 (I, O
_(0 O>B AB (0 0).
Luego, con probabilidad uno,
0
T I, O\ 7 -1 (I 0\ (Y
(Y1,0)<0 0)3 AB (0 0)<0

~vlo (g o) () =YTvi~ .

X"AX=Y'B "TAB 'Y =(Y|,00B""TAB™! <Y1>
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RESULTADO 1.71. Si X ~ N,(p,X), donde X es no singular, y A es una matriz
simétrica p x p. Entonces X AX ~ x2(k; \), donde k = rg(A), \ = u' Ap/2 si
y solo si AX es matriz idempotente.

DEMOSTRACION. Considere Y = BX, donde B es una matriz no singular p x p
tal que BYXB' = I,. Entonces

X"AX =Y "B "TAB'Y,
donde Y ~ N,(Bp, I). Desde el Resultado 1.68 sigue que X TAX tiene distribu-

cién chi-cuadrado sélo si B~ AB~! es idempotente. Esto es equivalente a mostrar
que AY es idempotente.

Si AY es idempotente, tenemos
A=AYA=AB 'B"TA, (=B 'B7")
asi, pre- y post-multiplicando por BT y B™!, obtenemos
B "AB'=(B " "AB ) (B "AB™),
y por tanto es idempotente.

Por otro lado, si B TAB !es idempotente, entonces
B "AB'= (B " "AB Y)(B""TAB'))=B "AZAB',
es decir A = AY A y de ahi que AX es idempotente. O

EJEMPLO 1.72. Sea Xji,..., X, variables aleatorias 11D N(6,5?), en este caso po-
demos definir X = (X1,...,X,)" tal que X ~ N, (01,,,0%I). Considere la forma
cuadratica

_ 1 - 2 LT _xT
Q—EE(XZ-—X) = 5X'CX=X"AX,
conC=1I,— %11—'— y A = C/o?. De esta manera
1
AY =1, — =11"T,
n
que es idempotente. Ademas

rg(A) =tr(C) = tr (In — %11T) =n-1,

62 62 1
A=21TA1= 17 (In — 711T)1 —0.
2 202 n

Finalmente,

1 n .
Q== ;(Xi —X)?~ (= 1.

RESULTADO 1.73. Sea X ~ N,(1t, %), Q1 = X' AX y Q, = X ' BX. Entonces
Q1 y Q2 son independientes si y sélo si AXB = 0.

DEMOSTRACION. Tenemos ¥ =TT, y defina G; = T AT, Gy = T " BT. Note
que si AXB = 0, entonces

GGy, = (T"AT)(T"BT) =T " AXBT = 0.
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Debido a la simetria de G y Go, sigue que
0=(G1Gy)" =G, G| =G,yG,.

Como G1G5 = G2G existe una matriz ortogonal P que simultdneamente diago-
naliza G y Ga, esto es:

P'G\P=P'TTATP = D;,
P'G,P=P'T"BTP = D.,.
De este modo,
0=G,G,=PD,P"PD,P" = PD,D,P"

lo que es verdad si D1Ds; = 0. Como D; y D, son diagonales, sus elementos
diagonales deben ocurrir en posiciones diferentes. Es decir, podemos escribir

(M, 0 (0 o0
o= (% ) 2= (5 az):
Sea Y = PTTle, entonces
Q1 =X"AX=X"T""PP'T"ATPP'T'X=Y'"D,Y,
Q:=X"AX=X"T""PP'T'"BTPP'T'X=Y"D,Y.
Ademas,
Cov(Y)=Cov(P'T'X)=P T ' Cov(X)T""P=1.

En efecto, Y ~ Np(PTTflu,I). Ahora, particionando adecuadamente Y, sigue
que

Y'DY =(Y],Y]) My 03 (Y5 =Y/ M,Y,,
0 0/)\Y,

0O O Y
Y DY =(Y],Y;) (0 MQ) (Y;> =Y, M,Y>,
y la independencia entre @1 y @2 sigue desde la independencia entre Y1y Yy, O

RESULTADO 1.74. Sea X ~ Ny(p, %), Q = X 'AX y U = BX. Entonces Q y U
son independientes si y solo si BXA = 0.

EJEMPLO 1.75. Considere X7, ..., X,, muestra aleatoria desde N(6,0?), asf
X = (X1,...,X,)" ~N,(01,0°I,).
Tenemos

— 1< 1 1 = — 1
X==- X;,=-1"Xx S? = X, - X)?=—X"CX.
n; n ’ n—lg( ) n—1

Como C1 = 0 sigue la independencia entre X y S2.

Considere los siguientes dos lemas, los que permitiran mostrar el resultado principal
de esta seccién.

LEMA 1.76. Sean Aq,..., Ax matrices m X m simétricas e idempotentes y suponga
que

Al +As+---+ A, =1,
Entonces A;Aj = 0 para todo i # j.
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DEMOSTRACION. Considere cualquiera de esas matrices, digamos Ay y denote su
rango por r. Como Ay es simétrica e idempotente, existe una matriz ortogonal P

tal que
T (I, O
ar ()

Para j # h, defina B; = PTAjP, y note que

k k
I,=P P=P' (Y} 4;)P= P A,P- (IO 8) +Y B,

j=1 j=1 j#h
O equivalentemente,
0 0
>5,-(g 1)
Jj#h

Claramente, dado que A; es simétrica e idempotente, sigue que B; también lo es.
De modo que, sus elementos diagonales son no negativos. Ademads, (B;); = 0, para
l=1,...,r. Asi, sigue que B; debe ser de la forma

0 0
Bj:(o Cj)’

donde C; es matriz (m—r)x (m—r), simétrica e idempotente. Ahora, para cualquier
J#h
PTA,A,P = (PTA,P)(PTA,P) = (IT O) (0 0 ) o,

0 0/\0 Cj
lo que es verdad, sélo si A,A; = 0, pues P es no singular. Notando que h es
arbitrareo, la prueba es completa. O
LEMA 1.77. Sean A,..., Ay matrices siméltricas de orden m X m y defina

A=A+ Ayt + Ay,

Considere las siguientes afirmaciones,
(a) A; es idempotente, parai=1,... k.
(b) A es idempotente.
(c) A;A; =0, para i # j.
Entonces, si dos condiciones son satisfechas, la tercera condicion debe ser verdadera.

DEMOSTRACION. Primero mostraremos que (a) y (b) implica (¢). Como A es
simétrica e idempotente, existe una matriz ortogonal P tal que

PTAP=PT(A 4+ AP = <IO g), (1.7)

donde r = rg(A).

Sea B, = PT AP, parai=1,...,k, y note que B; es simétrica e idempotente. Es
decir, B; debe ser de la forma
C, 0

donde la matriz r x r, C; debe ser simétrica e idempotente. Por (1.7), tenemos

Ci+---+CyL=1,.
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Por el Lema 1.76, sigue que C;C; = 0 para i # j, de donde obtenemos B;B; =0
y de ahi que A;A; =0, para i # j.
Que (a) y (c) implican (b), sigue de notar

k k k k
=1 =1 j=1 i=1 i#]
-34, = A
=1

Finalmente, para probar que (b) y (c) implican (a). Suponga que (c) es verdad,
entonces A;A; = A;A; para todo ¢ # j y las matrices Aq,..., A, pueden ser
diagonalizadas simultaneamente. Esto es, existe una matriz ortogonal @ tal que
QTAiQ:Div 7;:17"~7k7

donde cada una de las matrices D1, ..., Dy es diagonal. Ademds,

DiD; =Q AQQ'A;Q=Q AA;Q=0, i#] (1.8)
Como A es simétrica e idempotente, también lo es la matriz diagonal

Q' AQ=D, +-- Dy,

y cada elemento diagonal de Q" AQ debe ser 0 o 1, y por (1.8), lo mismo es vélido
para los elementos diagonales de Dy, ..., Dy.
De este modo, D, es simétrica e idempotente y de ahi que también lo es

A, =QD,Q", i=1,... .k
lo que termina la prueba. (I

OBSERVACION 1.78. Suponga que las condiciones del Lema 1.77 son satisfechas.
Entonces (a) implica que rg(A;) = tr(A;), y desde (b), sigue que

k k k
rg(A) = tr(A) = tr (ZAZ-) =Y (A = 3 rg(Ay).
i=1 i=1 =1

RESULTADO 1.79 (Teorema de Cochran). Sea X ~ N,(p,X), con 3 > 0. Suponga
que A;, es una matriz simétrica de orden p X p con rango r;, parai=1,...,k, y

A=A+ Ay + -+ Ay,
es de rango r. Considere las condiciones:
(a) A;X es idempotente, parai=1,... k.
(b) AX es idempotente.
(¢c) A;XA; =0, para i # j.
(d) r =3y
st dos de (a), (b) y (c) se satisfacen, o si (b) y (d) son satisfechas. Entonces,
(i) XTAX ~ 2(ris Ni), con Ny = uT Ap/2, parai=1,... k.
(i) XTAX ~ x2(r;\), con A= Ap/2.
(i) XTA X, XTA,X,...,X " A, X son mutuamente independientes.
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DEMOSTRACION. Tenemos que ¥ = TT' y las condiciones (a)-(d), pueden ser
expresadas como:

(a) T A;T es idempotente, para i = 1,..., k.

(b) T" AT es idempotente.

(¢) (TTA,T)(T SA;T) =0, parai # j.

(d) rg(TTAT) = X1 xe(TT AT),
Como T AT, T" A,T,..., T"A,T y T" AT satisfacen las condiciones del Lema
1.77 (y de la Observacién 1.78). Entonces, las condiciones (a)-(d) se satisfacen.
Sabemos que (a) implica (i) y (b) implica (ii). Mientras que, Resultado 1.73 con

(¢), garantiza (iii), lo que completa la prueba. O
Ejercicios
1.1 Sean X1,...,X,, vectores aleatorios independientes con X; ~ N,(u, %),
para ¢ =1,...,n. Obtenga la distribucién de
n
> aiX,
i=1
con ay,...,q, constantes fijas.

1.2 Si X4,...,X, son independientes cada uno con X; ~ N,(u, X). Muestre
que la distribucién del vector de medias

1 &
X:E;X“

es Np(p, 23).
1.3 Demuestre el Resultado 1.20, usando la funcién caracteristica de un vector
aleatorio normal.

1.4 Sean X7,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas N(u,0?) y defina

n—1
1
Q=——) (Xipn — Xi)?
2(n—1) ;
.Es @ un estimador insesgado de o2?
1.5 Sea X ~ N, (u,X) y defina
Y=T'SV3(X -p), u=T"%"24Apu.

con T ortogonal y A = A'. Obtenga la distribucién de Y y calcule
var(u'Y).
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Considere Z matriz aleatoria n X p con funcién caracteristica
vz(T) = E{exp(i tr(TTZ))} = exp{—% tr(TTT)}.
con T € R™"*P. Obtenga la funcién caracteristica de
Y = 32202 4 p,
donde p € R™*P y 3. © son matrices semidefinidas positivas n xny p X p,
respectivamente.
Sea Z = UDa+€ con U € R"*P tal que U ' U = I, D es matriz diagonal
pxpy e~ N,(0,02I). Considere
a=(D*+\)"'DU"Z.
donde A es un escalar positivo.

(a) Obtenga la distribucién de a,
(b) Muestre que

a—E(@) = \(D? + M) la.

Sea Y ~ N, (XB,0%I) y considere b = (X' X)'X'Y,u = (D' +
Z'Z)'ZT(Y — Xb), donde X € R"™P, Z € R"*? y D es matriz no
singular ¢ X q.

(a) Halle la distribucién de b y wu,

(b) iSon by u independientes?

Considere

LAWY XB\ (ZDZ" +R ZD

b n+q 0 ) DZT D ’
donde X € R"*P Z € R"*? y R, D son matrices no singulares n x n y
q X g, respectivamente. Determine la distribucién de b|Y.

Sea U; ~ x2(n;; \i), i = 1,..., K variables aleatorias independientes. Mues-

tre que
K

U= Z Ui ~ x*(n; ),
i=1
donde n = Zf{:l n;y A= Zszl Ai
Sea B = (XTX)"1XTY, donde X es matriz n x p con 1g(X) = p y
Y ~ N, (X83,02%I,). Defina
(GB-g)T[GXTX)"'GT]"1(GB - g)
D) )

Q=

donde G € R™*P con rg(G) = m y g es vector m-dimensional. Determine
la distribucién de Q.

g

Sea Y ~ N, (X3,0°I,) y considere las formas cuadraticas
~T ~ ~ ~
B X'Xp (Y -XB) (Y - XB)

donde B = (X "X)1XTY con X € R™? y rg(X) = p.
(a) Halle la distribucién de Q;, ¢ =1, 2.
(b) Sea @ = @1 + @2, mostrar la independencia conjunta de Q1 y Q2.



1.13

1.14

EJERCICIOS 33

Considere Y ~ N,,(X3,0%I) con X e R"*P y B € RP y sea Q = Q1 + Q2,
donde
Y' (I-H)Y
Q1= (—2)7 Q2 =

g

Y (H-1J)Y

02 ’

con H = X(XTX)*lXT. Muestre que @1 y @2 tienen distribuciones
chi-cuadrado independientes.

Considere
Y=(I,01,)a+c¢,
donde Y = (YI,Y;,...,Y;)T con Y; vector n-dimensional, para i =
L...,n,a=(a1,...,0p) " v €~ Nyp(0,06%1,,). Sean
Y (I,®1J,)Y Y ' (I,®C)Y
Q1= o2 sy Q= o2

donde J,, =1,1) y C =1, — 1J,.
(a) Halle la distribucién de Qg, k =1, 2.
(b) {Son Q1 y Q2 independientes?






Capitulo 2

Inferencia en el Modelo Lineal

En este capitulo se describe la inferencia en modelos lineales. Primeramente in-
troducimos algunas definiciones y supuestos en los que se basan los modelos de
regresion.

2.1. Definicion de un modelo lineal

DEFINICION 2.1. Considere la variable aleatoria Y, decimos que sigue un modelo
lineal si

p
EY) =) ;8 =x'8,
=1

n = (z1,...,x representa un vector variables regresoras, mientr
donde x P T representa ector de bl , mientras
que B8 = (B1,-.-, ﬁp)T denota un vector de pardmetros desconocidos, conocidos
como coeficientes de regresion.

Suponga que tenemos n observaciones recolectadas desde Y, entonces podemos
considerar el modelo
E(Y;) ==z, 3, i=1,...,n.
Es conveniente escribir lo anterior como:
x| B x|
EY)=| : |=|: [B=X5
xz, B x,

donde X = (z;;) € R"*P se denomina matriz de diseno.

OBSERVACION 2.2. Cuando
K
Cov(Y) =) ¢,Z, = X(¢),
r=1
donde ¢ = (¢4, ..., (bK)T son parametros desconocidos y 31, ..., Xk son matrices

(simétricas) conocidas, decimos que Y sigue un modelo lineal general.

Tipicamente, asumiremos que Y7, ..., Y, son independientes con varianza constante
p ) q ) ) p )
€n Cuyo caso

Cov(Y) = o°I,
y decimos que Y sigue un modelo lineal simple.

DEFINICION 2.3. Se dice que el vector Y sigue un modelo lineal si
K
EY)=XB8, Cov(Y)=) 6%,
r=1

35
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Note que la definiciéon anterior puede ser expresada de forma equivalente como:
Y =XB+e,

con
K
E(e) =0, Cov(e) = Z Dr .
r=1

OBSERVACION 2.4. Los supuestos de momentos dados en la Definicién 2.3 suelen
ser llamados condiciones de Gauss-Markov. Aunque es usual que sean expresados
en términos del modelo lineal simple, como

Y =XB+e¢,
con
E(e) =0, Cov(€) = o°I,.
DEFINICION 2.5. Se dice que el vector Y sigue un modelo lineal normal si
o bien
Y=XB+e  €~Ny(0,%(9)).

Mientras que sigue un modelo normal simple, si

Y ~ N, (X3,0°I). (2.1)
OBSERVACION 2.6. Se debe destacar que el modelo en (2.1) puede ser escrito como
Y; M Ny(z] B,02), i=1,...,n. (2.2)

En efecto, la inferencia estadistica para los modelos definidos en Ecuaciones (2.1)
y (2.2) son equivalentes.'

SUPUESTO 1. El modelo lineal descrito por la ecuacion:
Y =XB+e
tiene los siguientes supuestos:

Al: X es una matriz no aleatoria n X p con n > p.

A2: La matriz X tiene rango p, es decir, X es rango columna completo.

A3: El vector aleatorio n-dimensional Y tiene elementos que son observables.
A4d: EIl vector aleatorio no observable € satisface

E(e) =0, Cov(e) = oI, o*>0.
El Supuesto A4 puede ser re-establecido para incorporar la suposicién de normali-

dad, esto es,

SUPUESTO 2. Considere:

A4*: El vector aleatorio € satisface € ~ N,,(0,0°I,,), o equivalentemente

Y ~ N, (X3,0%I,).

1Es decir, bajo normalidad estos dos modelos son equivalentes. En efecto, esto no es verdad en
general.
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2.2. Estimacién de parametros en el modelo de regresién lineal

Primeramente abordaremos la estimacion méaximo verosimil bajo normalidad, revi-
saremos propiedades de los estimadores y abordaremos la conexién con el método
de minimos cuadrados. En efecto, es facil notar que la funciéon de verosimilitud
proveniente del modelo Y ~ N,,(X3,02I,,), adopta la forma:

1
L(8) = 2ro®) 2 exp (- o5 IY - XB]2),
202
con O = (,BT, 02)T. De este modo, la funcién de log-verosimilitud es dada por

_.n 2 Ly xpgp
0(0) = 210g27r0 20’2HY X3

L o),

n 2

donde

n
QB) =Y - X8|>=> (Yi—=]B),
i=1
se denomina suma de cuadrados del error. Diferenciando con relaciéon a B y o2,
obtenemos

1 1
dsl(0) = =5 5 ds Y — XB|* = (Y - XB)" X dB,

o2
Yy
n 2 1 2 12

Es decir,?

oo 1

8(ﬁ) = ;XT(Y—X@,

o)  n 1 9

907~ 252 T prlY ~ XAl

Desde la condicién de primer orden, tenemos las ecuaciones de verosimilitud:
X' (Y-XB)=0
no? —||Y — XB|? = 0.
Resolviendo con relacién a 3 obtenemos las ecuaciones normales
X'xp=X"Y,
dado que rg(X) = rg(X ' X) = p, entonces el sistema anterior admite solucién
unica dada por:®

B=(X"X)"'X"Y,
5= Q(B) = Y - XBI*
n n
Se define el vector de valores predichos como
Y =XB8=X(X"X)"'X"Y =HY,
donde H=X(X"X)'XT.

2Usamdo el primer Teorema de identificacién dado en Magnus y Neudecker (2007), pag. 98.
SNote que B=XTY con Xt =(XTX) !XT la inversa Moore-Penrose de X.
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Es facil notar que H es simétrica e idempotente, en cuyo caso
rg(H) = tr(H) = tr(X(X " X)' X)) =tr((X X)X " X) = p.
El vector de diferencias entre Y y Y se denomina el vector de residuos, es decir

e=Y-Y=(I-H)Y.

Ademis, tenemos que I — H también es simétrica e idempotente. Con esta notacién
podemos escribir

QPB) =Y —XB|*=eTe=Y(I-HY

= Z(y _
i=1
que es conocido como suma de cuadrados residual.
RESULTADO 2.7. Considere el modelo:
Y ~N,(XB,0%I,),
con los supuestos Al a A4*. Entonces, tenemos que:
B=(X"X)'XTY ~Ny(B, 02X X)), (2.3)

de donde sigue que ,CA? es insesgado y COV(B) = UZ(XTX)_l. Ademds, la variable
aleatoria R
QB) _Y'(I-H)Y

0_2 = 0_2 ~ X2(n_p)

Finalmente B y s = Q(,@)/(n —p) son independientes.

DEMOSTRACION. Notando que 3 es una transformacién lineal de un vector aleato-
rio normal y

EB) = (X"X) ' XTE(Y)= (X' X)X XB =5
Cov(B) = (X' X) ' X T Cov(V)X(X ' X) ' =X X)!
y el resultado en Ecuacién (2.3) sigue. Por otro lado,

(
QM) _(n—ps* _Y'(I-H)Y
2

o o2 o2 ’

sigue una distribucién chi-cuadrado pues I — H es matriz idempotente con
gl —H)=tr(I - H)=tr(I) —tr(H) =n—p.
Ademis, el pardmetro de no centralidad es dado por
1
A=—pB"X"T(I-H)XB=0.
202

En efecto,

HX=XX'X)"'X"X=X = ([I-H)X-=

La independencia entre ,@ y s? sigue desde (I — H)X = 0, lo que concluye la
prueba. [
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OBSERVACION 2.8. Es ficil notar que
QB =E{(Y I -H)Y}=c*tu(I-H)+8' X (I- H)XB
=o%(n —p),

es decir,

~ n—p 2
E(c?) = ( )0 ,
@ = ("
lo que permite sugerir el estimador insesgado:

1 ~
s? = —|[lY - X3|*.
n—p

RESULTADO 2.9. El vector de valores predichos y el vector de residuos son indepen-
dientemente distribuidos como

Y ~ N, (X8,0%H), e ~ N, (0,0%(I — H)).

D) (")

DEMOSTRACION. Considere

luego,
Y\ ( H _ (HXB\ (X
(2) = ()= (77) - ()
Ademas,
Y H T T
cor(V) o, ) 1107
_ 2 HH' H(I-H)T
- (I-H)H" (I-H)I-H)"
— 52 H? 0
N 0 (I-H)?
o (H 0
% \o 1-H)"
lo que permite establecer el resultado. (I

OBSERVACION 2.10. Debemos resaltar que H y I — H son matrices de rango
incompleto y por tanto Y y e siguen distribuciones normales singulares.

A continuacién vamos a suponer que el vector de respuestas y la matriz de disefio
dependen del tamano muestral, n. Considere el siguiente problema

mﬂfn Qn(B) = Hg’n 1Y — X817,
cuya solucion, an es llamado estimador minimos cuadrados (LS), dado por:
Bn = (XIXH)_lxr—:Yna
Es habitual asumir el modelo

Yn = Xnﬁ+€n,
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con E(e,) = 0y Cov(e,) = 02I,,. Esto lleva a
E(Bn) = (X;Xn)ilX:L E(XnB+e€,) =8
COV(Bn) = COV((XIXH)_IXZ(Xnﬁ +€n)) = UQ(XIXn)_l

SUPUESTO 3. Considere el modelo,

Yn = Xn/B + €n, (24)
y suponga las condiciones:
B1: E(e,) = 0, Cov(e,) = o>
B2: Sea hy, = xy n(XTX) T, el k-ésimo elemento de la diagonal de H,, y

considere
max hpr — 0, conformen — oco.
1<k<n
1
B3: lim —X, nXn =K es una matriz no singular (no estocdstica).
n—oo N
Usando el supuesto B3, tenemos

1
=02 1lim K '=0

n—oo M

lim Cov(B,) = o2 lim —

n—o00 n—oo n
o ~  2nd I . .
Esto implica que 3,, — 3. Es decir, 3,, es un estimador consistente de 3.

RESULTADO 2.11 (Distribucién asintética del estimador LS). Considere el modelo
(2.4) bajo los supuestos B1 a B3. Entonces

Vi(B, — B) = Ny(0,0°K ).
DEMOSTRACION. Ver Sen y Singer (1993), pdg. 279. O
RESULTADO 2.12 (Teorema de Gauss-Markov). Suponga Y = X8+ € y sea B =

(XTX)*lXTY el estimador minimos cuadrados. Asuma el supuesto B1. El esti-
mador 3 =h' 3 dey=h' B es el mejor estimador lineal e insesgado (BLUE).

DEMOSTRACION. Sea c¢'Y cualquier otro estimador lineal e insesgado de v = h'B.
Dado que ¢'Y es insesgado, sigue que

h'B=E(C'Y)=c"E(Y)=¢c"X8, V3,
luego, tenemos
c"X=h'
Ahora,
var(c'Y) =c¢' Cov(Y)c = o?c’c, (2.5)
mientras que
var(h'B) = h' Cov(B)h =0?h (X X) 'h =02 X(X'X) 'XTe, (26)
desde (2.5) y (2.6), tenemos
var(cTY) —var(h"B) = o*(cTe— ¢ X(XTX) ' X T¢)
2T (I -X(X"X) ' X)e >0,

el resultado sigue pues I — H es semidefinida positiva. [
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2.3. Aspectos numéricos de estimacion LS en regresion lineal

El estimador minimos cuadrados (o de méximo verosimilitud bajo normalidad) para
el modelo en lineal con los Supuestos A1-A4, puede ser expresado como la solucién
del problema:

min Q(8), con Q(B) =Y — X853,

BERP
lo que lleva a las ecuaciones de estimaciéon X ' (Y — X B’) =0, o bien
X'XB=X"Y. (2.7)

Métodos habituales para obtener f")', son:

e Métodos directos basados en la factorizacién Cholesky, el operador Sweep
(Goodnight, 1979) y descomposiciones QR y SVD.

e Un poco menos comun en regresién, es el uso del método gradientes con-
jugados (CG) (McIntosh, 1982).

OBSERVACION 2.13. Algunas caracteristicas de los procedimientos descritos ante-
riormente son relevantes de ser destacadas, a saber:
e Cholesky y Sweep requieren formar las matrices:
X'x X'y
X'x,x'y
) ) <YTX YTY) )
respectivamente.

e QR y SVD descomponen la matriz de diseno X y resuelven sistemas lineales
(triangular y diagonal, respectivamente) mucho més pequefios (n >> p).

e Una implementacién cuidadosa de CG sélo requiere productos matriz-
vector/operaciones entre vectores y tan sélo 4p posiciones para almace-
namiento.

e Existe cddigo confiable y con excelente desempeno para dlgebra lineal numéri-
ca en las bibliotecas BLAS, LAPACK, rutinas que pueden ser invocadas
desde (por ejemplo) R y Matlab.

A continuacién introducimos algunas ideas sobre los procedimientos numéricos que
seran aplicados al modelo de regresion lineal. Primeramente, considere el siguiente
resultado

RESULTADO 2.14 (Factorizacién Cholesky). Sea A € RP*P es matriz simétrica y
definida positiva, entonces existe una unica matriz triangular superior G € RP*P
con elementos diagonales positivos tal que

A=G'G
Note que si usamos la factorizacién Cholesky para resolver el sistema Ax = b.
Entonces debemos resolver los sistemas triangulares
G'z= b, y Gz = z.
En efecto,
Az = (G'G)x =G (Gx) =G z=b.
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Algoritmo 1: Factorizacién Cholesky

Entrada: Matriz A € RP*P,
Salida : Factor Cholesky G € RP*P.,
1 begin

2 g11 = +/aii.
3 for j =2 to pdo
4 | 915 =a1j/g11.
5 end
6 for i =2 to p do
7 gi = \J @i — X 9B
8 for j=i+1tondo
9 ‘ 9ij = (aij - 22;11 gkigkj)/ Gii
10 end
11 end
12 end

o~

Sea RSS = Q(B) la suma de cuadrados residuales y notando que
RSS=|Y - XB|I2=Y'Y-Y ' XB-8"X'Y +8' X' XB.
Tenemos,
Y'XB=Y ' X(X'X)"'X'Y=Y H?Y=8"Y =8"X"Xp.
Es decir, podemos escribir:
RSS=Y - XB|>’=Y Y -38"X"Xp.
Podemos resolver (2.7) usando la descomposicién Cholesky, de
X'X=U'"U,

con U matrix triangular superior. De este modo, debemos resolver los sistemas
triangulares:

U'z=X"Y, y UB=-z.

2

Mientras que para obtener s°, consideramos:

RSS=|Y - XBP=Y'Y - 2"z
Adicionalmente,
vl =(xTXx)?,
es proporcional a la matriz de covarianza de B
OBSERVACION 2.15. Invirtiendo U in-place, esto es, haciendo
U«+U",

sigue que (X' X)~' =UU " lo que permite ahorrar espacio de almacenamiento y
puede ser eficientemente calculado usando rutinas desde BLAS.
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DEFINICION 2.16 (Operador Sweep). Sea A = (a;;) matriz cuadrada p x p, aplican-
do el operador Sweep sobre el k-ésimo elemento diagonal de A (agr # 0) permite
obtener la matriz B, definida como:

1
by = —,
Kk
ik .
bik = - P ? 7é kv
Gkl
ak; .
brj = —, J#k,
Akl
QikQkj ..
bij = aij — , 4,5 Fk,

Ak

y escribimos B = Sweep(k)A.

PROPIEDAD 2.17. El operador Sweep disfruta de las siguientes propiedades:
(i) Sweep(k) Sweep(k)A = A.
(ii) Sweep(k) Sweep(r)A = Sweep(r) Sweep(k)A.

n

(iii) A7 = H Sweep(i)A.

Debemos destacar que, si A es matriz simétrica, el operador Sweep preserva la
simetria de A. Existen varias definiciones ligeramente diferentes del operador Sweep
y mas importantemente, es conocido que problemas de inestabilidad pueden ocurrir
cuando algin agj es cercano a cero.

Considere A € RP*P matriz particionada como:
A A

A= ,
(A21 Az

donde Ay; € R™" (r < p). Suponga que se aplica el operador Sweep sobre los
elementos diagonales de A11. De este modo,

. , B;; Bg
B = S A == 9
il;[l weep(i) (321 ng)
con

By - A7, Bio= Ay An,

By = —An A, By = Ay — AnAjlAp.

Este resultado nos permite utilizar el operador Sweep en problemas de regresion.
Considere

Z = (X,Y) e RVPH),
luego

X'X X'y
Ty _ (p+1)x(p+1)
Z' 7 = ( T T > eR .

que corresponde a una matriz cuadrada de orden (p+ 1) X (p + 1).
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Aplicando el operador Sweep sobre los primeros p elementos diagonales de Z A
obtenemos:
P
B = HSWeep(i)ZTZ

- (xX"x)! (X'X)'X'Yy
Y'X(X'X)' YY-Y'X(X'X)'X'Y

_(xTx)t B
-7 RSS |
es decir, este procedimiento nos permite calcular todos los elementos necesarios
para llevar a cabo la estimaciéon en un modelo de regresion lineal.

En el contexto de regresién, es usual tener que n > p y uno de los procedimientos
preferidos para llevar a cabo la estimacién minimos cuadrados esta basado en la
descomposicién ortogonal-triangular (QR) de la matriz de disenio X . Counsidere la
siguiente definicién,

DEFINICION 2.18 (Descomposicion QR). Sea A € R™*P, entonces existe Q € O,, y
R € R™*P_ tal que

A=QR, R= (1’31>

donde R; € RP*P matriz triangular superior, aqui suponemos que n > p.

En efecto, es facil notar que si A = QR, entonces
ATA=R'Q'"QR=R'R=R/R,,

y Ry corresponde al factor Cholesky de AT A. Este aspecto es relevante pues no
es necesario formar la matriz de productos cruzados A A para obtener el factor
Cholesky R;. Antes de describir brevemente el algoritmo para obtener la descom-
posiciéon QR recordamos algunas propiedades fundamentales de las matrices orto-
gonales:

«QQ =QQ=1I
¢ (Qz.Qy)=2"Q'Qy=z"y = (z,y).
o Qx| = ||z

Si B=Q" AQ, entonces A y B tienen los mismos valores propios para Q
matriz ortogonal.

Existen diversar variantes del algoritmo para implementar la descomposiciéon QR. A
continuaciéon veremos una basada en transformaciones Householder. Primeramente,
considere el siguiente problema

PROBLEMA 2.19. Para « € RP, & # 0, hallar una matriz ortogonal M € R™*" tal
que
Mz = ||z e,

donde e; = (1,0,...,0) " denota el primer vector unidad.
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DEFINICION 2.20 (Reflexién). Sea u y v vectores ortonormales y @ vector generado
por u y v. Entonces

T =cCiu + cav,

para escalares c1, co. El vector

T = —ciu+ cov,
el llamado una reflezion de x a través de la linea definida por el vector v (o u™).

DEFINICION 2.21 (Transformacién Householder). Sea @ = ciu + cov, con u y v
vectores generadores de x y considere la matriz

H=1-)uu', A=2/u"u.
Note que Hx = x, es decir H es un reflector.
El objetivo es determinar una matriz M basado en reflexiones Householder. Debe-

mos destacar que la transformacion Householder satisface las siguientes propieda-
des:

e Hu = —u.
e Hwv = v para cualquier v ortogonal a u.
e H' =H.
e H'=H'".
OBSERVACION 2.22. La operacién Hzx puede ser obtenida usando una operacién

axpy.* En efecto,

Hx=(I- ) uu')z =z — ou, a=\u'z.

Algoritmo 2: Descomposiciéon QR
Entrada: Matriz A € R"*P.
Salida : Factores Q y R, matrices ortogonal y triangular superior,

respectivamente.
1 begin
2 Hacer Q =1,y R=A
3 for i =1 to p do
4 .’E:(Rli,...,Rpi)T
_(Tix 0
e (% ata)
/* M(:L‘) obtenido usando reflexiones Householder */
6 Q=0Q,
7 R=Q;R
8 end
9 Q=Q"
10 | R=(Ry)parai,j=1,...,p.
11 end

4Corresponde a una actualizacién del tipo: y < ax + y.
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La descomposicién QR de una matriz A € R™"*P (n > p), puede ser construida a

través de una secuencia de matrices Q, ..., Q, tales que
R
Q, QA= (O)’
donde Qy,...,Q, son todas ortogonales. De este modo,

e (£)-a(2)

El Algoritmo 2 permite obtener la descomposicién QR de A € R™*P usando trans-
formaciones Householder.” En este contexto, M (z) corresponde a la matriz orto-
gonal desde el Problema 2.19 basada en un vector . Debemos destacar que una
implementacién eficiente del Algoritmo 2 solamente requiere almacenar la infor-
macién minima para formar las matrices Q1,...,Q, y la propia matriz triangular
R, en la propia matriz A, lo que permite un ahorro desde el punto de vista de
almacenamiento.

Para el problema de regresion, considere la descomposicién QR de X, como:
X=QR R- (’f;),

con Ry € RP*P matriz triangular superior (n > p). Si rg(X) = p, entonces Ry es
no singular. Ademds, considere la transformacién:

Ty _ _(ca
Q'Y =c, C—(CQ).

La descomposicién QR de X permite re-escribir la funcién objetivo asociada al
problema minimos cuadrados, como:

Y - X8°= Q" (Y -XB)°= Q'Y — Q"QRS|*
= |c— RB|?,
Es facil notar que:
le = RB|1* = |ley — RaB + ez,

Esto lleva a escribir el estimador de minimos cuadrados 3 como solucién del sistema
triangular:

Rlﬁ =C.

El minimo de la funcién objetivo estd dado por ||cz]|?, 1o que permite calcular el
estimador insesgado de o2 como
1 RSS
st = —— e = :
_ n—p

Finalmente,
R
X'X=(R,00Q'Q ( 01) =R Ry,

lo que ofrece un procedimiento eficiente para obtener la matriz de covarianza de 3,
dado por

Cov(B) = o?(R{ R)) ' = o®R;'R; .

50tro método popular para obtener la descomposicién QR es usando rotaciones Givens.
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DEFINICION 2.23 (Descomposicién Valor Singular). Sea A € R™*? con rg(A) =r,
entonces existen matrices U € O,, V € O,, tal que

(D, 0\
A_U(O Jv,
donde D, = diag(dy,...,0,) con §; > dp > -+ > 4, > 0, que son llamados valores
singulares de A.

La Descomposicién Valor Singular (SVD) para A € R"*? con rg(A) = r puede ser
escrita como:
A=UDV',
con U € R"™P tal que U'U = I,, D = diag(61,...,6,) y V € O,.
Para el contexto de regresién lineal, considere la SVD de X,

X =UDVT,

donde U € R™ P tal que U'U = I,, D = diag(é1,...,9p) y V € O,. De este
modo, podemos escribir el modelo de regresion lineal como:

Y=XB+e=UDa +e,
con o = VTﬁ. Haciendo Z = UTY, tenemos el modelo en forma candnica:
Z =Da+n, n:UTe,
donde
E(n) =0, Cov(n) = 0c?U'U = o°I,.
Es decir, podemos el modelo canénico satisface las condiciones Al a A4. Esto lleva
al estimador LS de a en el modelo canénico,

a=D'zZz, = B=Va
Ademas,
IY - XB|* = |Y ~UDV'B|* = || Z - Dal*.
Finalmente,

Cov(B) =*(X'X) ' =a?(VD*V ) ' =s?VD 2V,
OBSERVACION 2.24. Interesantemente, la SVD permite manipular problemas de
rango deficiente. En efecto, cuando rg(X) < p podemos considerar

a=D Z,
con D™ una inversa generalizada de D por ejemplo
D~ =diag(1/61,...,1/6,,0,...,0), r =rg(X),
y luego obtener B=Va.

El dltimo procedimiento de estimacién que revisaremos en esta seccion corresponde
al método de Gradientes Conjugados (CG), el que permite optimizar la siguiente
funcién objetivo:

1 1
0(8) = IV = XB|* = 5(Y = XB)T(Y - X).
El algoritmo béasico produce la secuencia de estimaciones,

BED = 80 f \py, k=0,1,....
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con el siguiente ‘largo de paso’

o= BRI g XT(y — xp®).
ng Xpy

y actualizamos la direccién de bisqueda como:

-
911Dk

Pr+1 = Gi+1 T OkPy Oop = ———=——.
’ szTka

Para el contexto de regresion se ha sugerido modificar la version bésica del algorit-
mo, considerando (ver McIntosh, 1982)

XY
k= T T <
P;XTka

y actualizar la direcciéon de busqueda,

Pii1 = Gra1 + Oky1Py, Okt1 = *pT

Para hacer el proceso més simple es recomendable calcular el vector
hy = X" Xpy,

lo que lleva a una implementacién que solo requiere operaciones matriz-vector.
Ademsés, debemos destacar que no hace falta formar la matriz X ' X. Lo que per-
mite notar que los requerimientos de almacenamiento del algoritmo sélo es de 4p
ubicaciones de memoria.

Algoritmo 3: Gradientes conjugados para regresién lineal.

Entrada :Datos X yY
Parametros: Tolerancia 7.

1 begin

2 | Hacer 3=0,p=g=-X'Y,6=0y~=|g|?
3 while v > 7 do

4 Calcular h=X"Xpyu=p X' Xp=p'h
5 v=g'g

6 A= —v/u

7 B=B+Ap

8 g=g+Xh

0 §=g'g/v

10 p=g+dp

11 end

12 return,@:,@

13 end

Los cinco procedimientos descritos en esta seccién han sido implementados en la
funcién o1s en la biblioteca fastmatrix (Osorio y Ogueda, 2021) disponible para el
ambiente de célculo estadistico R (R Core Team, 2020).
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2.4. Estimacién bajo restricciones lineales

El objetivo de esta seccién es abordar la estimacién de B y o2 sujeto a restricciones
lineales del tipo:

GB=g, (2.8)
donde G € R7*? con rg(G) = q y g € R?. Consideraremos dos procedimientos para
obtener estimadores restrigidos, a saber:

e Método del modelo reducido.
e Método de multiplicadores de Lagrange.

Ademas, estudiaremos las propiedades estadisticas de los estimadores.

2.4.1. Meétodo del modelo reducido. Para introducir este procedimiento,
considere la siguiente particiéon G = (G,,G4) donde G, € R7*? de rango ¢. De
este modo, podemos escribir las restricciones en (2.8) como:

GB = (G,.G,) (g;") ~G.B,+G.B8, =g,

como G es no singular, tenemos
B, =G, (g -G.B,).
Particionando X del mismo modo que 3 = (,6':7 ,BqT)T, sigue que

X/B = (Xqu) (g;) = Xrﬁr +Xq/6q

=X,8,+X,G;'(g-G.8,)

= (X, - X,G,'G,)B, + X,G, g
Es decir, podemos escribir el modelo lineal
Y =X3+e¢,
como:
Y = (X, - X,G,;'G,)B, + X,G,'g +e¢,
esto lleva al modelo reducido, dado por
Yr=XgrB, +e¢ (2.9)
donde
Yp=Y-X,G/'g, Xrp=X,-X,G,'G,,

corresponde al vector de respuesta y la matriz de diseno en el modelo reducido. La
principal ventaja de este procedimiento es que permite obtener estimadores en el
modelo (2.9) de forma simple. En efecto,

B, = (XpXr) 'XLYg,
2= QuB,)

n—r

con
Qr(B,) =Y (I ~ Xr(X 3 Xr) ' X})Y g
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Por otro lado, el vector de coeficientes estimados bajo las restricciones lineales en

(2.8)
G- (Br) = B
ﬁ(m) <Gﬁ@cm»>

Mientras que el vector de ‘residuos’ en el modelo reducido adopta la forma,

Yr-— XRBT‘ =Y *XqG;:LQ - (X, *Xnglg)Br

Y —(X,,X,) (gr> =Y - X8,

q

de este modo
Qr(B,) = |Yr— XzB,|> =Y — XB|* = Q(B). (2.11)

Las expresiones anteriores permiten establecer el siguiente resultado.

RESULTADO 2.25. Para el modelo lineal Y = X3 + € sujeto a las restricciones
GB = g con € ~ N,(0,0°I,). El MLE restringido de 3 es dado por (2.10) y
tenemos que

B ~ N,(8. Cov(B)),

donde
I I i
ay 2 T -1
COV(IB) =0 <_G¢Z_1G'r> (XRXR) (_Gq—lGT> .
Mientras que
s 1 ~. 1 ~
Sr_ TL—TQR(ﬂT)_ n r@(ﬂ)?
donde
(n —r)s?

Yy B, Q(,B) son independientes.
DEMOSTRACION. Sabemos que
B, ~N.(B,, 0% (XEXr) ),

—r)s2 3 Y (I - Hp)Y
(n U;)sr _ QRU(ZBT) _ Yi( . r)Y R ~2(n— 7).

Asi, por (2.10), tenemos
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Ademis,
T
~ 1. ~ I,
COV(IB) = (_G—lG > COV(ﬁT) (_G—IG >
q r q r

I I T
2 T T —1 T
=7 <Gq1Gr) (XX r) (quGr) |

como B es una funcién lineal de E la normalidad sigue. La independencia entre B

y Q(B) es consecuencia del Resultado 2.7. O
2.4.2. Meétodo de multiplicadores de Lagrange. Considere
Y = XB +e, € ~N,(0,05°1).
La funcién Langrangiana asociada a las restricciones lineales G3 = g es dada por:
1
F(6,3) =((60) + SA"(GB - 9),

con O = (ﬁT, 02)T. De este modo,

6,
%ﬂ’) — 7012 XT(Y - XB) + %GTA
OF (0, X 1
% = ‘% T 551108 — 221 (G- g)}
OF(0,A) _ .,
“ox GPe

Desde la condicién de primer orden, obtenemos las ecuaciones de estimacion,
X' (Y -XB)+G'A=0,
no? —{Q(8) - 22T (GB - g)} =0,

GB =gy,
es decir,
X'XB=X"Y+G", (2.12)
1
o2 = - Q(B) (2.13)
GB =g, (2.14)

Resolviendo la Ecuacién (2.12) con relacién a B obtenemos
B=(X"X) XY +G"N)
Substituyendo este resultado en (2.14) y resolviendo para A, sigue que
GB=GX"X)"'X"Y+G"A) =g,
es decir,
GX'X)' XY +GX"X)'G"A=g,

por tanto,

A=(GXTX)"'G") (g - GP).
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Reemplazando este resultado en ﬁ resulta
B=(X"X) XY +G"N)
(X" X) "' XY+ (X' X)'GT(GXTX)'\GT) g - GB)
=B+ (X' X) G (GXX)'GT) (g - GB).
Que puede ser reorganizado como:
B=AB+Bg=0-B(GB~yg),

donde ,@ corresponde al MLE no restringido para 3, con

B=(X"X)'cT(ex"x)tg")? (2.15)
A=1I-BG (2.16)
y el estimador insesgado para o2 es dado por
1 ~
2 _
Sp = n—r Q(IB)

Para estudiar las propiedades de este MLE restringido, considere primeramente el
siguiente lema.
LEMA 2.26. La matriz A definida en (2.16) tiene las siguientes propiedades:

(i) A es idempotente con rg(A) =r.
(i) XAXTX) ' X" es idempotente y simétrica con rango r.
(iii) AX TX)'=(X"X)'AT = AXTX)1AT.
DEMOSTRACION. Para mostrar que A = I — BG es idempotente, basta mostrar
que BG es idempotente. En efecto,
GBG=GX'X)"'¢d'ex"xX)"'cd"H'G=aG,
de ahi que BG es idempotente. Ademads,
rg(BG) = tr(BG) = tr(GB) = q,
asi rg(I — BG) = tr(A) = p — ¢ = r, lo que muestra la parte (7).
Para notar la parte (ii), sea C = XA(X X)X ", luego
C°=XAX"X) ' XTXAX"X)'X"T=XA*(X"X)"'X",
como A es idempotente, sigue que C? = C. Esto permite escribir
rg(C) = tr(C) = tr(A(X " X) ' X " X) = tr(A) = -
Por otro lado,
CT=(XAX"X)'x"HT=xx"xX)tAaA"x".
Tenemos que,
AT=1-G'B"=I1-Gc"(gX"X)'a")'agXx X)),
luego premultiplicando por (X ' X)~! y factorizando lleva a,
(X'TX)MAT=Xx"X)'- (X" X)'¢TeXTX)teN) e xTx) !
=(I-BG)(X'X)'=AX"X)", (2.17)

asi
CT=X(X"X)'ATX =XAX"X)"'X =C.
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Finalmente, Ecuacién (2.17) permite notar la primera igualdad de la parte (7).
Ahora, por (2.17), sigue que

AX'X)TAT = A2 XTX) TP = AX T X))
pues A es idempotente y esto termina la prueba. (I
Esto nos habilita para establecer el siguiente resultado,
RESULTADO 2.27. Para el modelo lineal

Y =XB+e, € ~ N, (0,0°1).
El MLE de 3 bajo las restricciones lineales GB3 = g, es dado por
B=AB+ By,
con distribucion
B~ Ny (B, AXTX)"'AT).

Mientras que el estimador insesgado de o es

o 1 3
Sr - n—rQ('B)’
donde N
Q;g) NX2(n_T)7

y B es independiente de Q(3).

DEMOSTRACION. La normalidad de ,£~‘3' sigue desde la linealidad con relacién a B
Ahora,

E(8) = AE(B) + Bg=(I - BG)B+ Bg=p-B(GB—-g) =5,

Cov(B) = ACov(B)AT =0?A(X'X)'AT.
Notando que
B=AB+Bg=AX"X)"'X"Y + Bg
=AX"X)"'X"(XB+¢€) +Bg
=AB+AX'X)'X"e+ Bg
=B+AX"X)'X"e
lo que permite escribir
Y -XB=Y-XB-XAX'X)"'X"e
—e— XAXTX) !X e
=(IT-XAX"X) X T)e,
por la parte (ii) del Lema 2.26, sigue que

3 e (I— TX)1X e
Q) _ U XAXTX)X e,
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Para notar la independencia entre 8 y Q(8) debemos tener:
AX'TX)IXT(IT-XxAXTX)"'XT) =0,
En efecto,
AXTX)' XTI -XAXTX)'XT)
=AX'X) T -AXTX) X TXAXTX) I X T

Notando que A(X ' X)™' = (X"X)"'A", obtenemos

AXTX)TIXTXAXTX)IXT=AX " X)) XTXxX(X'X)tATX T

—AXTX)TIATXT = AAXTX)'XT = AX X)X T,

y esto concluye la demostracion.

2.5. Test de hipétesis lineales

O

El objetivo de esta seccién recae en desarrollar el test de razon de verosimilitudes

para probar hipétesis lineales de la forma:

Hy:GB =g, versus H:GB#g (2.18)

donde G es una matriz de contrastes de orden ¢ x p con rg(G) = qy g € R%

OBSERVACION 2.28. Hj es expresada como un sistema de ecuaciones mientras que

H; indica que al menos una ecuacién no se satisface.

Para abordar hipdtesis lineales, usaremos el principio de verosimilitud. Es decir,

consideraremos el estadistico
méx L(3, 02 ~
I i _ L(B,5?)
méx L(B,0%)  L(B,5?)

Asumiendo Y ~ N, (X3, 0%I), tenemos la funcién de verosimilitud

L(B.0%) = (2n0”) " exp { - %(Y -x8) (v - xp)}.
Sabemos que
mix L(8,0%) = L(B,5%)
= (2n6%) " exp { - 5 IV - XBI?}

= {27Q(B)/n} "% ex —LA Y — X3
{27Q(B) /n} p{QmmH B}

= {27Q(B)/n}"? exp(—n/2).
Mientras que bajo Hy : GB = g, tenemos’

mix L(B.0%) = L(B.5*) = (215°) " exp { - 1Y - X}
= {27Q(B)/n}"? exp(—n/2).

610 que es consecuencia de escribir ,(§ N Q(B) en términos de €.
"Con espacio paramétrico nulo, Og = {8 = (87,62)T : GB = g}.
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De este modo, el estadistico de razén de verosimilitudes
_ LB _ (27Q(B)/n) " exp(—n/2)
L(B,5%)  {27Q(B)/n}~"/? exp(—n/2)
_ {Q(ﬁ) }”/ 2

Q(B)
y de acuerdo con el principio de verosimilitud rechazamos Hy : GB = g si A es
pequeno.

Alternativamente, podemos considerar

perm — 9B)
Q(B)
Recuerde que Zﬂ = [Ai - B(GB —g), asi
Y-XB=Y-X(B-B(GB-g)=Y -XB+XB(GB-g).
Ademas,
QB) =Y - XxB|>=|Y -B- B(GB-g)|
=[IY = XB|* + | X B(GB - g)|
+(Y - XB)"XB(GB—-g)+(GB-g)' B'X (Y - XB).
Sin embargo,
X' (Y-XB)=X"I-H)Y =0

lo que nos lleva a:

QB)=Q(B)+(GB—g)"B'X"XB(GB — g)
> Q(B)

OBSERVACION 2.29. Es decir,

)

S

o
IN
E‘
IN
[t

b
=

por tanto, A%/™ € [0, 1].
Ademaés, recordando que
B=X"xX)'¢d"ex"x)"'a") 1,
obtenemos
B'X'XB=(GX"X)'G")"L
De este modo,
QB)-QB) =(GB-g) (GX'X)'G")(GB-g).
Asi _ N
QB - QB) _, n
Q(B)
A (

en cuyo caso rechazamos Hj) implican valores

-1

)

es decir, valores pequenos de
grandes de la razén anterior.
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Ahora considere
E(GB-9)=GEB)-g=GB—g
Cov(GB —g) = GCov(B)G' =?G(X X)) 'G".
Note que
1 ~ -1
(GXTX)'GT) ! = {; cOV(Gﬁ)} .
De esta forma
(GB-9) (GX'X)"'G")"1(GB—g)

— ~ x*(g; 9),
pues 0 2(G(X " X)"1G")~! Cov(GPB) = I, es matriz idempotente, y
1 _ _
0=55(GB-9) (GX ' X)"'G")"(GB—g)

Por otro lado, sabemos que

Q@)

2
~ —_ '0
2 X (n —p;0)

Para notar la independencia, considere 3* cualquier vector que satisface la condicién
G3* = g. Entonces,
Y -XB=(I-HY =(I-H)Y -Xp),
pues (I —-H)X =0y
GB-g=GX'"X)"'X'Y-GB =G{(X"X)"'X"Y -8}
=G{X"X)' XYy - (X" X)"' X" X"}
=GX"X)'XT(Y - XB%).
En nuestro caso,
Y — XB* ~ N, (X3 — XB%,0%I) £ N, (X (8 — 8%), 021).
De este modo,
QB) =Y - XBII* = (Y - X8") (I - H)(Y - X8,
mientras que
QB -QB) =¥ -Xp) X(X'X)'¢(GX"X)'a")!
xGXTX)'1XT(Y - X8%).
Como
I-HXX'X)'GTGX"X)'a¢")'GX"X)'X" =0,
sigue la independencia y permite construir la estadistica
p_1QB) Q@Y
Q(B)/(n —p)

Esto lleva al siguiente resultado.

(g,n —p;9).
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RESULTADO 2.30. Para el modelo lineal Y = X3 + € con los supuestos Al a A4*.
Un test de tamano « para probar
Hy: GB =g, versus H,:GB #g,
es dado por, rechazar Hy cuando:
Q(B) - Q(B)

F =
qs?

> Fi_a(q,n — p;0).
DEMOSTRACION. Bajo Hy : GB = g, tenemos § = 0, de ah{ que F ~ F(gq,n —p;0),
lo que lleva al resultado deseado. ([

OBSERVACION 2.31. Note que podemos escribir el estadistico F' de varias formas
equivalentes, a saber:

Fe (n —p) QB) - QB)

q Q(B)
_QB)-Q@
qs?
A_ T T 1, Ty\—1 A_
_(GB-9) ' (GX ig G ) (GB-9) ~ F(q,n —p,0).

Hemos notado la relacion que existe entre el test de razén de verosimilitudes con el
estadistico F' para probar hipétesis lineales en el modelo de regresion lineal
Y = XB +e, € ~N,(0,05°1).
A continuacién exploramos la relacién entre el estadistico F' con los test de Wald,
score y gradiente para hipdtesis lineales, del tipo
Hy: GB =g, versus H, :GB #g.

Primeramente, note que la matriz de informacién de Fisher para 8 = (ﬁT,az)T,

adopta la forma:
1 (XTX o0
FO) =— .
0=z (%" 2)
El estadistico de Wald para hipétesis lineales de la forma Hy : GB = g, es dado
por

W =n(GB-g) (G{F(B)}'GT)"(GB - g)
n(GB-9)T(GX'X)"'G")"(GB-g)

o2 '

Mientras que el test score es dado por
R="UT@)(F@)UP)
= %(Y —X3)TX(X"X)"' X" (Y - XB).
Como,
X (Y-XB)=X"(Y-XB+XB(GB—g))
—X"(Y-XB)+ X XB(GB—g)
=X"XB(GB-g).
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Sigue que,
Y-XB8)"X(X"X)"'X"(Y - X73)
=(GB-g)"B"X"X(X"X)"'X"XB(GB - g)
= (GB-9)'B'X"XB(GB -g)
=(GB-9) (GXTX)"'G") (GB - g).
Finalmente, R R
(GB-9)"(GX'X)"'GT) " (GB ~g)
no?
Por otro lado, el estadistico gradiente es dado por:
T=U"(B)B-B)=(GB-g)'B'X"X(B-P)
Sabemos que ,5 = B — B(G[Ai —g), esto lleva a
T=(GB-g)'B'X'X(B-B+B(GB-g)
(GB-9)"'B'X"XB(GB - g)
(GB-9)" (G(X"X)"'G") (GB-g)

R =

OBSERVACION 2.32. Es decir, podemos escribir:
n n— -1 s?
n_p R={1+ (J)F—l} . =2 F
n—p q n—p
Lo que permite notar que basta usar el estadistico F' para probar hipétesis lineales
en el modelo de regresién lineal.

W =

2.6. Regiones de confianza

Una regién de confianza del 100(1 — o) % para v se define como la regién en el
espacio paramétrico, digamos RC(vy) con la propiedad

P(y€ RC(v)) =1—a,
donde « es el verdadero vector de pardametros.
Sea v = G un vector de pardmetros g-dimensional. Sabemos que
(v - Q)T(G(XTXg_lGT)_l(V -7
qs

~ F(q7 n— p)7
luego, puede ser usada como una region de confianza. Es decir,
CRY) ={v: (v - (GX"X)"'G") (v -7) < ¢s*Fialg,n - p)},

donde Fy_,(q,n—p) es el valor cuantil 1 —« de la distribucién F con ¢ y n—p grados
de libertad. De este modo, para G = I obtenemos el siguiente caso particular

CR(B)=1{B:(B-B)"X"X(B~-B)<ps’Fi_alp.n—p)}.
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Notando que
a'B-a'p
sy/aT (X" X) la
corresponde a una cantidad pivotal, podemos escribir un intervalo de confianza para
la combinacién lineal 7 = a ' 3. Esto es,

TE [aTﬁﬂFtka/z(n—p)s aT(XTX)‘la},

donde t;_,/2(n — p) denota el valor cuantil 1 — /2 de la distribucién ¢ de Student
con n — p grados de libertad. También podemos escribir de forma equivalente:

CR(a'B) = {r:( T*CLTIB < s’a (XTX)*laFl_a(l,nfp)}.

En particular, para 8; (j = 1,...,p) basta escoger a = e; el j-ésimo vector unidad.
Asi,

Nt(n_p)a CLGRP7

CI(8)) = [B) F t1—aja(n — p)s /ey,
donde c;; representa el j-ésimo elemento de la diagonal de C' = (X " X)~*

Ejercicios
2.1 Sean Y7,...,Y,, variables aleatorias independientes con Y; ~ N(a+60z;,02),
i = 1,...,n, donde {z;} son constantes conocidas, tales que Y. |z =

0. Obtenga el estimador ML de B8 = (a,6)" y determine su matriz de
covarianza. jSon Q y 0 independientes?
2.2 Sea Y;j, para ¢ =1,2,3y j = 1,...,m variables aleatorias independientes
con distribucién normal, tales que E(Y;;) = p;j, var(Yi;) = o2,y
wij =T, poj =T+ 0, ps; =1 —0.
a) Determine la matriz de disefio X.

b) Obtener el estimador ML de (7,0) y var(a).
¢) Derive el estadistico F' para probar la hipétesis Hy : 6 = 0.

2.3 Sea; = %Z?:lxij Y %Zij = Ty — %4, paratodoi=1,...,n;j=1,...,k
y considere Z = (z;;), 8= (B1,--.,Bk) . En cuyo caso, tenemos el modelo
centrado:

Y=0l1+ZB+e=(1,2) <g> + €,
donde E(e) = 0 y Cov(e) = 0*I,,. Muestre que los BLUE de o y 3 son

independientes.

2.4 Considere las regresiones de Y sobre z para los datos a continuacién, espe-
cificadas por:

My E(Y)=fox y  My:E(Y) = prz+ faa®.
Obtenga BO, Bl y Bg. ;Cual de esos modelos es preferido?

Y |5 7 7 10 16 20
1 23 4 5 6
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2.5 Considere las rectas de regresion:
Ri: Y =a1 + Bz + e y
Ro : Yo = g + Poxa; + €2,
parai=1,...,n, donde los errores {€1;} y {€2;} son variables aleatorias iid

con media cero y varianza comin o2. Obtenga el estadistico F' para probar
la hipotesis de que las rectas de regresion R y Ro son paralelas.

2.6 Considere el modelo
Y;jiail’j+eij, Z:1,2,]:1,,T,
con {e;;} variables aleatorias independientes N(0,02) y {z;} constantes
conocidas. Obtenga el estadistico F' para probar Hj : §; = 6.



Capitulo 3

Chequeo del Modelo y Alternativas
a Minimos Cuadrados

En este capitulo se describe la inferencia en modelos lineales. Primeramente in-
troducimos algunas definiciones y supuestos en los que se basan los modelos de
regresion.

3.1. Colinealidad
Considere el modelo
Y =X3B+e¢,
donde E(e) = 0y Cov(e) = %I con X € R™*? tal que rg(X) = p. Es bien conocido
que cuando X es mal condicionada, el sistema de ecuaciones
X'Xg=X"Y, (3.1)
puede ser muy inestable.

Debemos destacar que, cuando la matriz de diseno es de rango (columna) deficiente,
entonces podemos considerar alguna inversa generalizada para obtener una solucién
del problema en (3.1). En esta seccién, nos enfocaremos en el problema en que
rg(X) = p, y sin embargo tenemos que existe a tal que Xa ~ 0.

OBSERVACION 3.1. Este es un problema numérico que puede tener consecuencias
inferenciales importantes, por ejemplo:
(a) Tipicamente los coeficientes estimados @ tendrén varianzas “grandes”.

(b) Test estadisticos presentardn bajo poder y los intervalos de confianza serén
muy amplios.

(c) Signos de algunos coeficientes son “incorrectos” (basados en conocimiento
previo).

(d) Resultados cambian bruscamente con la eliminacién de una o varias colum-
nas de X.

Algunas herramientas para el diagnéstico de colinealidad, son:

(a) Examinar la matriz de correlacién entre los regresores y la respuesta, esto
es:
<RXX Ryy
1 )

correlaciones altas entre dos variables regresoras pueden indicar un posible
problema de colinealidad.

61
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(b) Factores de inflacidn de varianza: Suponga que los datos han sido centrados
y escalados, entonces

-1 < T= —1 N —
R =(X X)7, X=(z;—7),
y los elementos diagonales de R™! son llamados factores de inflacién de

varianza VIF;. Se puede mostrar que

1
donde R? es el coeficiente de correlacién multiple de X ; “regresado” sobre
el resto de variables explicativas y de ahi que un VIF; “alto” indica R?
cercano a 1 y por tanto presencia de colinealidad.

(c) Examinar los valores/vectores propios (o componentes principales) de la
matriz de correlacién R.

(d) Nimero condicidn: Desde la SVD de X podemos escribir
X =UDV',

donde U e R™*?, U U = I,, D = diag(é1,...,9,)y V € O,. La deteccién
de colinealidad puede ser llevada a cabo usando
01
R(X) = [ XX = 5
P
y k(X)) “grande” (k > 30) es un indicador de colinealidad.

Note que, el caso de deficiencia de rango puede ser manipulado sin problemas
usando SVD. En efecto,

X:UDVT:U(D1 8>VT

0
donde Dy € R™", rg(X) = r < p. De este modo
D, 0 D; 0
XVU( o 0> = X(V,Vy) = (U,,U,) ( 01 0),

desde donde sigue que
XV, =UD;, XVy,=0.
Es decir, SVD permite “detectar” la dependencia lineal.
Una vez que hemos detectado que estamos en presencia de colinealidad, podemos
sobrellevarla usando, por ejemplo, métodos de estimacién sesgados. A continua-

cién revisaremos dos procedimientos, regresion por componentes principales y el
estimador ridge.

3.1.1. Regresion por componentes principales. Considere la descom-
posicién espectral de X ' X, dada por

T - T _ A1 0 UI
XX =UAU (Ul,U2)<0 Az) (U; :

donde Ay = diag(A1,...,Ar) y Ao = diag(Ar41,...,Ap), mientras que U = (Uj,
U,) es matriz ortogonal. Esto lleva a la siguiente definicién.
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RESULTADO 3.2 (Estimador componentes principales). Bajo los supuestos del mo-
delo lineal en A1-A4*, el estimador componentes principales para 3 puede ser escrito
o B,=U (U X" XU,)"'U] XY =UA]'U X"Y.
DEMOSTRACION. Por la ortogonalidad de U = (U1, U3), sigue que
ulu, =1, U, Uy,=1,,  UU| +UU, =1,
y UIUQ = 0. Ahora,
(XTX)"' =UA'U = U,AT'U] +U,A;'UJ.
Usando que U Uy = 0 (= U, U;), obtenemos
U, (X" X)) WU, =U, (U, A7'U| +UA;'US U, = AS?
De este modo, [U, (X' X)~'U,]~! = Ay, lo que permite escribir
(X" X)'UL[U) (XTX)'U,) U, (X TX) T
= (U AT'U| + U A U ULAL U, (ULAT'U + ULAS'US)
=U,A;'U, .
Es decir,
(XTX)7' - (X"X)T'ULU (XTX) U7 'U, (X TX) ™ = U AU
Como U] (X" X) U, = A;. Resulta
B, = (XTX)" — (X" X)"'UL.[U] (X X) U0 (X TX) XY
U, (U X"XU) U/ XY,
lo que concluye la prueba. O

OBSERVACION 3.3. El estimador PC es un caso particular del estimador restringido
con respecto a:
U,3=0.
En efecto, B, depende del ‘pardmetro’ r, basta notar que
B=(X"X)"'XTY = (U, A7'U] +UA;'UNDXTY.
De este modo podemos interpretar ﬁr como una modificacion del estimador OLS
que desconsidera U2A2‘1U2T.

Una alternativa para seleccionar r, es utilizar el test F'. Suponga r fijo y considere
Hy : U, B = 0. Tenemos el estadistico

P (220) (B-B.)X"X(B-5,)
p—r Y'(I-H)Y

Si para un nivel o tenemos

F>F_sp—rn—p).

Entonces, rechazamos Hy y podemos seleccionar r un poco mas pequeno.
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OBSERVACION 3.4. Sobre el estimador por componentes principales, debemos re-
saltar:

e No hay manera de verificar si las restricciones son satisfechas, de modo que
este estimador es sesgado.

e Deseamos escoger r tan pequeno como posible para solucionar el problema
de colinealidad y tan grande para no introducir mucho sesgo.

3.1.2. Estimador ridge. Hoerl y Kennard (1970) propusieron usar el esti-
mador ridge, definido como:

B,=(X"X+kD'X'Y, A>0

donde k es conocido como pardmetro ridge. Evidentemente, podemos escribir el
estimador ridge en términos del estimador de minimos cuadrados, como:

Br=(X"X+k)'XTXp.
De este modo,
E(Br) = (XX +kI)7' X" XB,
para k # 0, tenemos que B & €s un estimador sesgado. Mientras que su error cuadrati-
co medio es dado por:

MSE = E{||B), — B]*} = tr Cov(B,) + | E(B}) — BI*.
En efecto,
Cov(B)) = (XX +kI)"'X X Cov(B)X ' X (XX + kI)™"
=X XTX +kD'X"X(XTX + kD)™
Ademis,
bias(B, 8) =E(B),) —B= (XX +kI)'X X3 -
=X X+ XTXB - (XX +kI)B]
= k(XX 4+ kD78

Considere la SVD de X = UDV ", de este modo X "X = VD?*V'", y podemos
escribir

Cov(B,) = >V(D*+ kI)"'V VD*V'V(D? + kI) 'V T
=o?V(D? + kI)2D?*V'".
De este modo,
tr Cov(3,) = o> tr(D? + kI)2D? = o2 Z 52

donde 4y, ...,d, son los valores singulares de X. Fmalmente,

p 2
MSE—JQZ 525 e + k28T (XTX +kI)7?B.
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El estimador ridge tiene varias interpretaciones interesantes, por ejemplo:
(a) Es posible caracterizar Ek como solucion del problema reqularizado:
minQ(B, k), Q(B.k) = 1Y — X8| + kI8l (3.2)
que puede ser expresado de forma equivalente como
minQ(8).  sujeto as |8 < 1*,
y en este contexto, k corresponde a un multiplicador de Lagrange.
(b) Considere el modelo de regresién con datos aumentados:

Y,=X.0+¢€,, €, ~ Nn+p(0,02I).
donde

(D) % () ()

El interés recae en escoger algin k£ > 0 tal que la matriz de diseno X,
tenga niimero condicién k(X ,) acotado.

OBSERVACION 3.5. El tipo de regularizacién introducida en (3.2) es conocida como
reqularizacion de Tikhonov.*

RESULTADO 3.6. Suponga que los supuestos del modelo lineal en AI-A4*, son sa-
tisfechos. Entonces,

181, 117 < 118, 117,

siempre que 0 < ky < ko.
DEMOSTRACION. Tenemos Z'}k = (XX + kI)_lXTXB. De este modo,
182 =B"MB, Mp=X"X(X"X+kI)2XX.
Basado en la SVD de X, tenemos
M, =VD*V(VD?*V' +kvV)2vD?*V'
=V(D?*+kI)7?D'VI =VI,VT,

con

ot 3y )
(02 + k)27 ((5%—&-1@)2 '
De ahi que, si 0 < k1 < ko, entonces

My, — My, >0,

lo que lleva a ,Z\")'TMkz,Z\")' < f‘i’TMle, siempre que ,@ #0. O

T, = diag (

OBSERVACION 3.7. Note que limy_,o |3, ]2 = 0 y de ahi que

lim B, =0. (3.3)
k—o0
Dado que 3, = W8 con Wi = (X' X + kI)"'X " X. La propiedad en (3.3) ha
llevado a que el estimador ridge sea considerado como un estimador shrinkage, en

CUyo €aso
W=, +kX"X)"H™t, k>0,
es llamada matrix ridge-shrinking.

1Razo’n por la que k en ocasiones es llamado pardmetro de regularizacion.
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Se ha propuesto diversos estimadores de k, que buscan seleccionar un Bkgpt que
reduzca su MSE. Algunas de estas alternativas son:
(a) La propuesta de Hoerl, Kennard y Baldwin (1975), dada por

kukg = —=—.
1812

(b) Estimador sugerido por Lawless y Wang (1976)
BTX XpB
(c) Mientras que usando argumentos bayesianos, Lindley y Smith (1972) pro-
pusieron usar:

(n—p)p+2) s

(n+2) B>
Por otro lado, Golub, Heath y Wahba (1979) han sugerido seleccionar el pardmetro
ridge usando validacion cruzada generalizada (GCV), la que minimiza el criterio

1Y (Y -z By)?
V) = o R E W) )

ks =

donde
Hk) =X(X"X+kI)IX".
Es facil notar que l//\'(k) = H (k)Y . En este contexto se ha definido
edf = tr H (k),

como el numero de pardmetros efectivos. En efecto, para k = 0, sigue que edf = p.
Considere la SVD de X = UDV " y escriba el modelo en su forma candnica:

Z = Da + u, u="U"e~Ny0,5°1),
donde Z=U"Y, a = V. De este modo, es facil notar que

ay = (D*+kI)'DZ,

es decir,
~ 5ij .
Ak j = =5, j=1...,p.
o7 +k

Por otro lado,
edf =tr H(k) = trUDV " (VD?*VT + kI)"'VDU '
=trU(D*+ kI)"'D*U" = tr(D* 4+ kI)"'D?

Sk

Ademis,
Y (k) = X8, =UDV '3, = UDa.
Lo que permite escribir

1Y - XB, | |Y — UDay|?/n

(k) =2 {tr(I — H(k))/n}2 (1 —edf /n)2
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OBSERVACION 3.8. Las consideraciones anteriores ofrecen un procedimiento sencillo
para evaluar V (k).

En términos del modelo canénico, también podemos escribir:

2 2
khkg = ——— ko = ——
M a2 Yz

cona=D"'Z (=a), Z=U"Y ys>=|Y —UDa&|?/(n —p).

EJEMPLO 3.9. Woods, Steinour y Starke (1932) consideraron datos desde un estu-
dio experimental relacionando la emisién de calor durante la produccién y endure-
cimiento de 13 muestras de cementos Portland. Este estudio se enfoca en los cuatro
compuestos para los clinkers desde los que se produce el cemento. La respuesta (Y)
es la emision de calor después de 180 dias de curado, medido en calorias por gramo
de cemento. Los regresores son los porcentajes de los cuatro compuestos principa-
les: aluminato tricdlcico (X1), silicato tricdlcico (X3), ferrito aluminato tetracdlcico
(X3) y silicato dicdlcico (Xy).

Siguiendo a Woods, Steinour y Starke (1932) consideramos un modelo lineal sin
intercepto (modelo homogéneo), cuyo nimero condicién escalado es x(X) = 9.432,
esto es, X es bien condicionada (mientras que para las variables centradas, obte-

nemos x(X) = 37.106).

Por otro lado, Hald (1952), Gorman y Toman (1966) y Daniel y Wood (1980)
adoptan un modelo con intercepto (modelo no homogéneo). En cuyo caso k(X)) =
249.578, sugiriendo la presencia de colinealidad. El aumento en el niimero condicion
se debe a que existe una relacién lineal aproximada, pues

T + T2 + 3 + x4 ~ 100,

de modo que incluir el intercepto causa una colinealidad severa. Podemos usar la
rutina para regresion ridge disponible en la biblioteca fastmatrix (Osorio y Ogueda,
2021)

# carga biblioteca ’fastmatrix’ y base de datos
> library(fastmatrix)
> load("portland.rda")

# ajuste usando regresidén ridge

> ridge(y ~ x1 + x2 + x3 + x4, data = portland, lambda = 10,

+ method = "grid")

Call:

ridge(formula = y ~ x1 + x2 + x3 + x4, data = portland,

lambda = 10, method = "grid")

Coefficients:

(Intercept) x1 x2 x3 x4
0.08568 2.16549 1.15860 0.73845 0.48948

Optimal ridge parameter: 1.9598

Number of observations: 13

Effective number of parameters: 3.9796
Scale parameter estimate: 4.0553




68 3. CHEQUEO DEL MODELO Y ALTERNATIVAS A MINIMOS CUADRADOS

La funcién ridge desde el paquete fastmatrix, permite también obtener los estima-
dores sugeridos por Hoerl, Kennard y Baldwin (1975) y Lawless y Wang (1976).
Para el caso de los datos de cemento, tenemos:

Fuks = 0.0077, Ky = 0.0032,

mientras que el valor 6ptimo de k obtenido mediante minimizar el criterio de va-
lidacién cruzada generalizada, es Eopt = 1.9598. En la siguiente figura, se presenta
evaluacién de la funcién V' (k) para una grilla de valores de k. Se ha indicado el
minimo Eopt como una linea segmentada en color rojo,

Gcv
8.55 8.60 8.65 8.70
1 1 1 1

8.50
1

8.45
1

Adicionalmente, es interesante llevar a cabo una comparativa usando el estimador
minimos cuadrados en el modelo sin intercepto. Considere la siguiente tabla de
resumen de estimacién:

Parametro Estimacion OLS Estimacion ridge

homogéneo no homogéneo HKB LW GCV
5o — 62.4054 8.5870 17.1889  0.0855
51 2.1930 1.5511 2.1046 2.0162  2.1653
Ba 1.1533 0.5102 1.0648 0.9762  1.1586
B3 0.7585 0.1019 0.6681 0.5776  0.7383
B4 0.4863 -0.1441 0.3996 0.3127  0.4895
o? 4.0469 3.6818 4.0005 3.9478  5.0902
k — — 0.0077 0.0032  1.9716
edf 4.0000 5.0000 4.1369 4.2749  3.9795
K 9.4325 249.5783 92.4131 130.8854 10.7852

Desde la tabla se aprecia que la eleccién del pardmetro ridge usando el método de
validacion cruzada lleva a un ntimero condiciéon bastante pequeno, y en efecto, los
resultados de estimacion son muy cercanos al modelo homogéneo.
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3.2. Errores correlacionados

El objetivo de esta seccion es revisar el supuesto de homogeneidad de varianzas. De
este modo, nos enfocaremos en el siguiente modelo:

Y = X8 +e,

donde E(e) =0, y
Cov(e) = E(ee") = 0°Q, Q>0

. . T .
Primeramente vamos a suponer que €2 es conocida y sea 2 = BB ' | con B matriz
no singular n x n. Note que

B 'Y =B 'xXxg+B!
haciendo Y, = B_IY, X.=B'X Y €y = B~ 'e. Entonces E(e.) =0,y
Cov(e,) = B~ ' Cov(e) B~ " =¢?B 'BB"B~ " =¢’I.
Es decir, el modelo transformado
Y.=X.0+¢€,,
satisface las condiciones A1-A4. Asi,

Bas = (XTX )XY,
=(X'"B""B'X)"'X"B "By
=(x" (BBT) IX)'x"(BB")"'y
=(x"o'x)"'x"aly.

Es facil mostrar que
E(Bas) = (X Q' X)'XTQ T E(Y) =8
Cov(Bas) = oA(XT X.) ' = XX Q' X)!
Ademas, podemos definir el vector de residuos,
=Y.=X.Bas=B'Y ~B 'XBgs =B (Y — XBqgs),
lo que permite escribir la suma de cuadrados de residuos, como:
Qa(Bois) = lle.l* = (Y — XBeis) "B~ B (Y — XfBqs)
= (Y - XBas) Q1Y — XBgs).
Adicionalmente, podemos escribir:
e.=B'Y -B'X(X"Q'X)"'xTQ 'y
=B 'Y -B'X(X'"Q'X)"'X"B "By,
de ahi que
= (I - Hq)Y.,
con
Ho=B'X(X"Q'X)'Xx"B".

OBSERVACION 3.10. Evidentemente H;; = Hqo y H = Hg. De este modo la
suma de cuadrados residual adopta la forma:

Qo(Beis) = llel =Y (I - Ho)Y ..
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Desafortunadamente, en general la matriz €2 no es conocida y requiere ser estimada.
Si 2 es un estimador de €2, entonces

I/B\EGLS - (XTﬁ_lX)_lXTﬁ_lY.
Se debe notar que las propiedades de BEGLS son dificiles de caracterizar.

Un caso particular importante, corresponde a minimos cuadrados ponderados (WLS)
en cuyo caso Cov(e) = o?W ™! donde W = diag(wi,...,wy) con w; > 0, Vi. De
este modo,

Bws = (XTWX) ' XTWY.
Note que este estimador es solucién del problema

min Qw(8),  Qw(B)=(Y - XpB) ' W(Y - Xp).

Bajo el supuesto € ~ N,,(0,0?W 1), con W = diag(wi, . ..,w,). Es ficil notar que
el estimador By g minimiza la funcién

Qw(B) => wi(Y; — =] B)>.
=1

Ademas, el estimador ,@WLS resuelve las siguientes ecuaciones de estimacién
X'"W(Y - Xg) =0,

o equivalentemente
n
Z%‘(Yi — =z B)w; = 0.
i=1

2

Mientras que el estimador ML para ¢° asume la forma:

1 n R
~2 T 2
wLs = Zwi(Yi —z; Bwis)”-
i=1

OBSERVACION 3.11. El problema anterior puede ser resuelto usando OLS en el
siguiente ‘problema modificado’

w2y, — wl/?x.

Consideraciones computacionales sobre GLS y WLS son dadas por ejemplo en el
Capitulo 4 de Bjorck (1996).

3.2.1. Estimacién de funciones de varianza. El objetivo de esta seccién
es considerar modelos de regresién heterocedésticos, tal que

E(}/l) = Mi, V3I’<Y;) :UQQZ(Zi;Miad))? 1=1,...,n,
donde p; = :cz—»'—ﬁ, x; v z; representan vectores de covariables (que podrian ser

iguales), B son coeficientes de regresién, g es funcién de varianza (que permite
modelar la heterogeneidad), 02 > 0 y ¢ son parametros de escala desconocidos.

EJjeEmMpPLO 3.12. Considere
var(Y;) = o*{g(z:i: 8)}*, ¢ >0.

Si suponemos g(z;;3) =z, By ¢ = % tenemos la estructura de varianza Poisson,
mientras que ¢ = 1 es de tipo-gama.
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Ejemplos habituales de funciones de varianza son los siguientes:

(a) Funcién de varianza cuadritica
0g(2i; i, @) = 1+ ¢1211 + dazi;.

(b) Modelo potencia extendido

var(Y;) = o?(¢1 + dopl?).
(c) Modelo exponencial

var(Y;) = o2 exp(26u;).

(d) También puede depender de ¢ segiin un predictor lineal

var(Y;) = 0% exp(22, ¢).

Primeramente, supondremos el modelo
EY) =i =B,  var(Yi) = 0°g*(zi; i, ),

con ¢ conocido. El método WLS sugiere un procedimiento natural para la esti-
macién de varianzas heterogéneas usando una estratégia de minimos cuadrados
iterativamente ponderados (IWLS).

Algoritmo 4: IWLS para estimacién de varianzas

1 begin
2 Considerar una estimacion inicial para 3, digamos ,6(0), resolviendo

n

> (Yi-=z{B)z; =0

i=1
y hacemos k + 0.
3 Construir pesos

W =1/ (2P, p),  uP = 2] ")

4 Actualizar ﬁ(k +1) , resolviendo

S w (v — 2] Bz =0,
=1

hacer k <~ k + 1 y volver a Paso 3.
5 end

Evidentemente el Paso 4 del Algoritmo 4, debe ser resuelta usando minimos cua-
drados ponderados.

En el algoritmo anterior o2 puede ser estimado por analogia a WLS. Especifica-
mente, podemos considerar

1 <& ~
~2 (Y 2
o __75 Wi 1—1131,6 )

’I’Li 1 ( )

donde @; (i1 =1,...,n)y B representan los valores de w; y 3 a la convergencia del
Algoritmo 4.
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Alternativamente, es posible incorporar una etapa adicional al Paso 4 del Algoritmo
4 como:
1 n k k
g2 (k+1) — - sz( )(Yz _ mZT,@( +1))2'
i=1
Claramente, no siempre es posible especificar valores para ¢. Para simplificar la
exposicién considere

Y; % N(us, 0292 (205 iy @), i=1...,n,
con p; = x; B. Defina la matriz diagonal
G =G(B,¢) = diag (4*(z1; 411, B), ..., 9> (213 in, D))
De este modo, el modelo anterior puede ser escrito como
Y ~ N, (XB,0°G),

con funcién de densidad conjunta
1

_ 2~ —1/2
fy) = Pro*Gl P exp { - 5

La parte relevante de la funcién de log-verosimilitud es

(Y - XB)TGH (Y - XB)}.

1 1
(n(8) = =3 log|o*G| = 55 (Y - XB) G (Y - XB),

con 0 = (,@T, o2, QST)T. Por la estructura diagonal de G' tenemos que
G ' =diag (972 (21; 11, D), - -, G (213 fin, D)),

log |02G| = Z log 0°g” (23 i, ).
i=1

Esto permite escribir la funcién de log-verosimilitud como:

1< 1 & (Y; — = B)?
gn 0)=—— lo 0'2 2 Zi5 iy - —= AL M A
©)= =52 logo’ zinisd) = 55 D g
I~ (Y, —2B)? 2 2
=—= — 5~ +1 i3 M
2;{0292(%;/%705) +logo“g (z 2 ¢)}

La estimacion de parametros se puede desarrollar alternando las siguientes dos
etapas:
1. Para una estimacion preliminar ,B(k) de B minimizar con relacién a ¢ y o2,
la funcién de log-verosimilitud perfilada:

n

1 Y, —x] (k)y2

Z*(B(k)7 02? /8) = _5 Z {(QZ—ZIL?IC)) + 1Og0-2.g2(zi; Mgk)a ¢)}7
o1 0% (zip D)

con ,ul(.k) = a:iT,B(k). Diferenciando con relacién a ¢ y o2 lleva a las ecuacio-

nes de estimacién:

= 1

2 m{r? — o (zis ™ &)} a(u™ o, ) = 0, (3.4)
i=1 9 \Zis 1y 7,

donde

1
al.0.6) = 200 (L 1 o))
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y u(uz(-k)7 ¢) representa el vector de derivadas de log g(z;, i, ¢) con relacién
a ¢, mientras que r; = Y; — miT,B(k).
2. Actualizar 6(k+1) como la solucién del problema minimos cuadrados pon-
derados
X'Gg Yy - XpB) =0,

donde G = G(ﬂ(k)7 ¢(k+1)).
Inspeccién de la Ecuacién (3.4) permite notar que la estimacién de o y ¢ corres-
ponde a WLS con respuesta r2, funcion de regresion azgz(zi;ugk), @), pardmetros
de regresion (o, qﬁT)T, pesos g*4(zi,,uz(-k),¢) y gradiente (matriz de disefio cuyas
filas estdn dadas por) q(ugk), o, d).
Detalles sobre las propiedades estadisticas del estimador obtenido por este proce-

dimiento pueden ser hallados en Davidian y Carroll (1987) (ver también Carroll y
Ruppert, 1988).

3.3. Transformaciones estabilizadoras de varianza

Para introducir ideas, considere
E(Y) =y, var(Y) = o?h(Y),

y suponga la transformacién z = g(y) tal que la varianza de Z es aproximadamente
independiente de p. Adicionalmente, considere una expansién de primer orden de
g(y) en torno de y, esto es

9(y) = g(w) +9' (1) (y — w).

De este modo,
E(Z) = g(n)

var(Z) = {g'(n)}?var(Y — ) = {g'(1)}?o*h(y)

2

Asi, para determinar una transformacién tal que var(Z) = 0 necesitamos que

o de forma anéloga,
() = [ 2L
9(p) = :
Vh(p)
En particular, se podria considerar la clase de transformaciones en que h(y) es una
potencia de p. Algunos ejemplos son los siguientes:

h(w) z Descripcién
ut 1/y reciproco
w? logy logaritmico
I N raiz cuadrada
p(l—p) sin~'(,/y) seno inverso

(1 —p?)? log(i‘f—z) correlacién

Box y Cox (1964) sugirieron llevar a cabo la estimacién ML para una clase general
de transformaciones. El supuesto fundamental es que Y > 0 y que existe alguna
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potencia de Y tal que su varianza es aproximadamente constante y satisface el
supuesto de normalidad. En concreto, ellos consideraron la familia de transforma-

ciones
Yr—1

’ A Oa
Yoy={ A #
log(Y), A=0,

el objetivo es obtener una estimacién de A desde los datos observados.

Sea U; = Y;(\) parai = 1,...,n, y asuma que U ~ N,(X3,02I) para alguna
eleccién de A. El Jacobiano de la transformacion es dado por

i) Trosaet (1T oim\"AD
1=115 =1 = () =eo,

i=1
donde G es la media geométrica de las observaciones. De este modo, la log-verosimilitud
requerida adopta la formas:

L oa(B) +10g7

gn(e,)\) = _glog2ﬂ'0—2 — ﬁ

donde
QxB) = lY(N) — X8
Para A fijado, tenemos
—~ _ N 1 .
BN =XTX)T'XTY(N), ()= Y () - XBW.
Esto lleva a la funcién de log-verosimilitud perfilada, dada por
0.0\ = —g log 21 — glog(RSS(/\)/n) - g +1log J,

donde
RSS(A) =Y T(A\)(I — H)Y ().
Considere por conveniencia,

Z(\) =
de este modo podemos escribir
0\ = —g log 27 — glog(RSSZ()\)/n) - g
con
RSSz(\) = Z (N (I — H)Z()),
luego la maximizacién de £,(\) es equivalente a la minimizacién de RSSz(\).

Tipicamente se realiza la transformacién Z(\) para un rango de valores de A, se rea-
liza el ajuste del modelo lineal y luego se examina aquél valor de A que corresponde
al valor més pequeno de RSSz(\)?

Para los datos transformados la funcién Box-Cox asume la forma:
YA —1
_— A#£O0
Z()\) _ 2\ GA_l 9 7é 9
Glog(Y), A=0,

obteniendo el valor A se lleva a cabo el ajuste E(Z)=XB con Z = Z(X)

2Usualmente basta considerar —2 < A <2 con incrementos no muy pequenos.
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OBSERVACION 3.13. Note que A = 1 implica que el modelo no debe ser transfor-
mado.

Para llevar a cabo la estimacién de pardmetros usando el procedimiento de Box-Cox,
podemos considerar el siguiente fragmento de cédigo en R:

boxcox.lm <- function(x, y, lambda) {
boxcox <- function(y, lambda) {
n <- length(y)
lambda <- rep(lambda, n)
z <- ifelse(lambda !'= 0., (y~lambda - 1.) / lambda, log(y))
z

<- nrow(x)

<- ncol(x)

<- length(lambda)

RSS <- rep(0, k)

loglik <- rep(0, k)

for (i in 1:k) {

geom <- geomean (y)

z <- boxcox(y, lambda = lambdal[i])
z <- z / geom” (lambdal[i] - 1.)

m'g B Y

fm <- ols.fit(x, z, method = "sweep")
RSS[i] <- fm$RSS
logLik[i] <- -.5 * n * log(2 * pi)
- .5 x n * log(RSS[i] / n) - .5 * n

}

idx <- order (RSS) [1]

opt <- lambdal[idx]

obj <- list(lambda = lambda, RSS = RSS, logLik = logLik,
opt = opt)

obj

EJEMPLO 3.14. Para los datos de Forbes (ver Weisberg, 2005), llevamos a cabo
seleccién de A € [—2,2] usando la transformacién Box-Cox. Considere,

# carga datos desde biblioteca MASS
library (MASS)
> data(forbes)

v

# ajuste preliminar
> library(fastmatrix)
> fm <- ols(pres ~ bp, data = forbes, x = TRUE, y = TRUE)

# extrae vector de respuestas y matriz de diseno
> x <- fm$x
> y <- fm$y

# interpreta script, crea ’grilla’ e invoca método de ajuste
> source("boxcox.lm.R")

> lambda <- seq(-2, 2, by = 0.01)

> z <- boxcox.lm(x, y, lambda)

El valor 6ptimo basado en una grilla de valores para A € {—2.00,—1.99,...,1.99,2.00},
se obtuvo Aop = 0.37. Los siguientes graficos presentan las funciones RSSz(A) y la
log-verosimilitud perfilada:
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log-likelihood

lambda lambda

(a) RSSZ(N) (B) £.(N)

Adicionalmente, podemos realizar el anglisis considerando algunos valores para A
asi como eliminado la observacién 12, en cuyo caso se obtuvo At = 0.10. Considere
el siguiente fragmento de codigo en R y el resumen de estimacion:

# graficos de RSS y log-likelihood perfilada

> plot (lambda, z$RSS, type = "1", ylab = "RSS", lwd = 2)

> abline(v = z$opt, col = "red", lwd = 2, 1lty = 2)

> plot(lambda, z$loglLik, type = "1", ylab = "log-likelihood")
> abline(v = z$opt, col = "red", lwd = 2, 1lty = 2)

# removiendo dato 12

> y12 <- y[-12]

> x12 <- x[-12,]

> z <- boxcox.lm(x12, y12, lambda)

# ajustando diversos modelos
f0 <- ols(pres ~ bp, data = forbes)
f1 <- ols(log(pres) ~ bp, data = forbes)

f2 <- ols((pres~.37 - 1) / .37 ~ bp, data = forbes)
£f3 <- ols((pres~.10 - 1) / .10 ~ bp, data = forbes)
Parametro A

— 0.00 0.10 0.37

Bo -81.0637 -0.9709 -1.9885 -7.6462

B 0.5229  0.0206 0.0285  0.0681

o2 0.0542  0.0001  0.0001  0.0008

RSS 0.8131 0.0011 0.0021 0.0114

E(b\) 1.7186 57.5378 52.3791 37.9802

Es decir, el mejor modelo corresponde a la transformacién Box-Cox con A = 0 (esto
es la transformacién logaritmica). Adicionalmente es instructivo llevar a cabo el
test de razén de verosimilitudes Hy : A = 1.
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3.4. Anailisis de residuos y leverages

Suponga el modelo lineal,
Y =XB+e
con los Supuestos A1-A4. El vector de residuos es dado por:
e=Y-Y=(I-H)Y,
con H = X(X"X)"'X", es decir Y = HY (= E(Y)). Bajo el supuesto de
normalidad Y ~ N, (X3, 02I), tenemos
e ~N,(0,0*(I — H)),
es decir
E(Bz) = 0, var(e,;) = 0'2(1 — h“), COV(Bi, Gj) = 70’2}%]‘.
De ahi que los residuos tienen varianzas diferentes y son correlacionados. A conti-

nuacion se introducird definiciones de residuos estandarizados. Primeramente, con-
sidere que o2 es conocido, de este modo

€i
i = — ~ N(0,1).
2= ~N(O,D)

De este modo, podemos definir el residuo estandarizado como:
€

r=———— 0 i=1,...,n.
S\ 1-— hii
Cook y Weisberg (1982) mostraron que
2 1 n—p-1
i o Beta(f7 &)
n—op 2 2

Esto nos permite notar que,
—hi;
V(1 = hii) (1= hy)

E(Tz) = 07 Val’(’l“i) = 17 COV(TZ‘,Tj) =

Por otro lado, considere el residuo studentizado:

fi=—  i=1,....n
sy V31— hii
donde
1 - ~
2 T 2
S(i) = 7n_p_1z(%‘ —2; B

J#i
a T —1yT
B =XuXaw) XY,
denotan los estimadores de ¢? y B una vez que la i-ésima observacién ha sido
eliminada. Es decir basados en las siguientes matrices de datos,

_ (X _ (Yo
x=(2p) =%
Una interpretacién interesante de ¢; es que corresponde al estadistico ¢ para probar
la hipétesis Hp : v = 0 en el modelo de salto en la media, dado por:
Y}:m;—ﬂ+dj’y+ej, j=1,...,n,

donde d; =1si j =1y 0 en caso contrario.
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El modelo puede ser escrito como:
Y =XB+div+e,
con d; = (0,1,0)7 con un cero en la i-ésima posicién.
Lo anterior permite notar que ¢; ~ t(n —p — 1), y de este modo,

n—p-—1
E(t;) =0, var(t;)) = ——— =

(t) (t) ="t
Es decir, los residuos estandarizados y estudentizados tienen propiedades similares
a los errores {e1,...,€,}.

Basado en la propiedad Cov(e, l/}) = 0%(I — H)H = 0 se ha sugerido el diagra-
ma de residuos versus valores predichos. Este tipo de herramientas graficas permite
verificar desvios evidentes del modelo. Adicionalmente, se ha propuesto la construc-
cién de graficos cuantil-cuantil (QQ-plot) con envelopes para evaluar el supuesto
de normalidad (consultar Atkinson, 1985, para mds detalles).

Por otro lado, sabemos que

Y=HY, H=XX'X)'X", (3.5)
de ahi sigue que,
Y, = D hiYy =hiYi+ Y hiY;, (3.6)
j=1 JFi

es decir el valor predicho es una combinacion lineal de las respuestas observadas con
pesos dados por los elementos de la matriz de proyeccion H. A continuacién llama-
remos a los elementos diagonales h;;, i = 1,...,n, como leverages. A continuacién
revisamos algunas de las propiedades fundamentales de la matriz H:

PROPIEDAD 3.15. H es simétrica e idempotente con rg(H) = tr(H) = p.
PROPIEDAD 3.16. Los elementos diagonales de H estan acotados, en efecto:
0<hi<l, i=1,....n.
DEMOSTRACION. Sabemos que
Y ~N(XB,0°H), e~ N(0,0*(I — H)).
De este modo,
var(V;) = 02hyi, var(e;) = a*(1 — hy;),
de ahi sigue el resultado.

Para otra demostracion, ver Resultado A.6 desde el Apéndice A. O

PROPIEDAD 3.17. Tenemos,
his =z (X" X) i=1,...,n.
Ademis,

E:

S|

n 1
Zhii = *tI‘(H) = B
im1 n n
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PROPIEDAD 3.18. Sea X la matriz de datos centrados. En este caso, los elementos
diagonales de H estan dados por

T A T(X X s L
hyiy=(x;— %) (X X) (x; — ), i1=1,...,n.
Luego E“ es la distancia ponderada desde x; al centroide .
Hoaglin y Welsch (1978) sugirieron que aquellas observaciones que exceden dos
veces su promedio B
indican un alto leverage. Mientras que Huber (1981) sugiri6 identificar observaciones
tal que
hi; > 0.5,
independiente de n o p. En la practica se debe prestar atencién a casos inusualmente
grandes con relacion al resto de h;;’s.
PROPIEDAD 3.19. Desde Ecuacién (3.5), sigue que
Yy
oy’
y en particular 8)7;-/(“)}/1- =hy,parai=1,...,n

)

PROPIEDAD 3.20. Si el modelo tiene intercepto, entonces H1 = 1.

DEMOSTRACION. Considere X = (1, X1). Sabemos que HX = X, y de ah{ que
H(1,X,)=(1,X,),

y el resultado sigue. (I

3.5. Diagnéstico de por eliminacién de casos

Suponga que se desea evaluar el efecto de eliminar una observacién sobre la esti-
macién de 3. En este caso, podemos considerar el modelo de datos eliminados

Y(,;) = X(i)ﬁ + €(i), (3.7)
de ahi que
2 T —1vyT
Buy=XuXw) XY a-
Un aspecto interesante de la estimacién de parametros en el modelo definido en la
Ecuacién (3.7) es que no requiere re-ajustar n modelos (uno por cada observacién

que hemos removido), sino que podemos escribir el estimador ﬂ(i) en términos
de informacién calculada para el modelo con datos completos. Para notar esto,

considere:
B ( :E'fr ) ’ - ( )1 ’

X
Y i)
Y;

de ahi que

X'X = (X ) <

X'y = (XE';),:BZ-) ( ) = XE)Y(i) + ;Y.

Reagrupando, podemos escribir
XpXo=X"XI-(X"X) " zux]),
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cuya matriz inversa es dada por
(XpX@) =T - (X" X)) H(XTX) !
(XTX>_1wi$T T 1
=4+ L lxTx),
(U aroerx) )

sigue que el estimador de 3 en el modelo con datos eliminados, puede ser escrito
como:

2 T — T
By =(XunXw) ' XY

_ 1 T 1., .7 A, T 1+
,{IJrl_hii(X X) wzmi}(ﬁ (XTX)'2,7)
_A_ €i T -1,
=8 1_hii(X X) ;.

Este resultado permite definir, por ejemplo,
~ R
¢j) =Y =Y =Y — 2 B,
como el j-ésimo residuo con la i-ésima observacién eliminada. Adicionalmente,

~ ~ -~ €; _
iy =Yi =Yy =Y —a] By =Y —wiT(ﬁ— 1 _h“(XTX) 1:131-)

eihi; €;
=e€; —+ = s
1—hy 1= hy
es conocido como residuo eliminado. Lo que por su vez, permite evaluar el efecto
de la i-ésima observacién sobre el estimador de 2. Considerare el estimador S%Z-),
definido mediante:

2
2

1 —h

RSS() =D _(Y) — @, By)* =RSS
JFi
De ahi que, el estimador insesgado de 02 cuando removemos la i-ésima observacién

es dado por:
2

1 e
2 2 7
s(i)_n—p—l{(n_p)s _1—hii}
REsuLTADO 3.21. Considere el modelo de salto en la media:
Y =XB+dv+e, (3.8)

con € ~ N(0,0%I) y d; = (0,1,0)" un vector de ceros con un 1 en la i-ésima posi-
cion. De este modo, el estimador ML de 3 en el modelo (3.7) y (3.8) coinciden.

DEMOSTRACION. El resultado sigue mediante escribir el modelo en (3.8) como
Y=Z0+e Z=(X.d) 0=(8"7",
y0=(Z"Z)'Z"Y. Tenemos que

x' X'X X'd; X'X =z
T = ) — Tl — [
z Z‘<d1>(X’d') (dIX dIdi) <wT 1)’

1
X' X'y
Ty _
2y = (3 )y =(57)
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Sabemos que

- (X0 XX el (XX (XX,
o xTx) N
luego
2 T -1 1 T -1 T T -1 T Y T -1
,6*:{(X X) T (XTX) lzz] (X TX) }X Y - (X X) ey
1 — hi; 1—hi;
1 Y;
- {I + (XTX)_lwiwiT}(XTX)_lXTY - (XTX) ey
1—hi; 1 — hi;
2 ?z T yy\—1 Y Ty\-1 3
lo que termina la prueba. 0

Basado en el elipsoide de confianza del 100(1 — a)) % para (3,

B-B)"X"X(B-p5)
ps?

< Fpnp(l—a).

Cook (1977) propuso determinar la influencia de la i-ésima observacién, usando

b, P =B X XBy-B) ( hi )

ps? p \1—h;/’
parai=1,...,n, y recomend6 comparar D; con algin percentil de la distribucién
Fp.—p (a) con o = 0.10. Aunque otra alternativa que puede ser més razonable
es usar a = 0.50. Adicionalmente se ha sugerido que D; > 1 es un indicador de
observaciones influyentes.

Se han introducido diversas medidas de diagndstico, por ejemplo, Welsch y Kuh

(1977) propusieron medir el impacto en la i-ésima observacién sobre el valor predi-
cho como

DFFIT, = ¥ — Vi) = ] (B — Bpy) = —i

’ 1—hy’

o bien, utilizando su versién estandarizada

~ ~

DFFITS; = 21— 1) _ ( hii )1/2 i
8(1)\/}17” 1-— h“ S(i) 1-— h“‘

hi; 1/2
= t;.
(=)

Sobre este tipo de medidas, Belsley et al. (1980) sugieren poner especial atencién
en aquellos casos donde DFFITS; > 2+/p/n.

OBSERVACION 3.22. En ocasiones esta medida es conocida como distancia Welsch-
Kuh.
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Por otro lado, Atkinson (1981) sugirié usar una versién modificada de la distancia
de Cook, como

AK; = \/(n;l?) (1 ﬁi;u)’S(i)\/eli_ihii
D
_ \/m| DFFITS; |.
p

Cuando h;; = p/n,Vi, tenemos AK; = |t;| debido a esto se recomienda hacer el
grafico de AK; vs. |t;|. Ademds podemos identificar la i-ésima observacién como
influyente si AK; > 2.

OBSERVACION 3.23. AK; puede considerarse como una medida de influencia con-
junta sobre B y s? simultdneamente.

Como un intento de fundamentar las técnicas para llevar a cabo diagnéstico por
eliminacién de casos, Cook y Weisberg (1980) propusieron considerar medidas ge-
nerales de influencia, basadas en la funcién de influencia empirica, lo que los llevo
a definir:
BB M(B B
Di(M,c):( (1)) - ( (l)), i=1,...,n,

donde M es matriz definida positiva p X p y ¢ > 0 es un factor de escala. En efec-
to, podemos escribir diversas medidas bajo esta perspectiva, considere la siguiente
tabla:

c Medida Referencia
X'X ps? D; Cook (1977)
X'X sty (DFFITS;)?  Welsch y Kuh (1977)

X'X (n- 1)2ps%i)/(n -p) AK; Atkinson (1981)

Es posible, centrar nuestra atencion en diversos aspectos de la modelacién, no sola-
mente en el efecto sobre los estimadores. Por ejemplo, resulta interesante comparar
Cov(B) = 02(X " X)~! con la matriz de covarianza que resulta de eliminar el i-ési-
mo caso. Esto llev a Belsley et al. (1980) a definir,

T - _
det{s2(X " X)-1} det(X T X)-1
_ 1 (n —p—r? )P
1-hi\n—p—-1/"
Adems4s, se ha planteado el siguiente punto de corte |COV RATIO; — 1| > 3p/n.

Debemos destacar que Belsley et al. (1980) y Velleman y Welsch (1981) han dis-
cutido estrategias para amenizar el cdlculo de estas medidas de influencia. Para
modelos de regresién lineal algunas de estas medidas han sido implementadas en
software estadistico tales como SAS, SPSS o S-Plus/R.

COV RATIO; = 5
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En particular, R (o S-Plus) disponen de las funciones im. influence y 1s.diag asociadas
con las funciones 1m (0 glm) y 1sfit, respectivamente. Estas cantidades pueden ser
obtenidas de forma eficiente usando la descomposiciéon QR o SVD.

3.6. Procedimientos para estimacion robusta

En esta seccion presentamos dos métodos para obtener estimadores que permiten
atenuar el efecto de outliers o observaciones atipicas. El primero es conocido como
M -estimadores, mientras que el segundo se basa en considerar distribuciones con
colas mas pesadas que la normal.

3.6.1. M-estimadores. Para introducir ideas considere Xj,..., X, varia-
bles aleatorias IID. Sabemos que la media muestral X es solucién del problema,

n
mel’n E (z; —
i=1

o analogamente,
n

Z(xl—ﬁ) =0

i=1
Mientras que la mediana, denotada como me(x), que es robusta contra outliers, es
solucién del problema

n
Inefl'lz ‘.731' - 9|,
=1

es decir me(x) debe satisfacer la ecuacién

Z{ DI —oo,0) (i = 0) + I(g,00) (i — 0) } =

Sabemos que para una muestra aleatoria Xi,..., X, desde el modelo estadistico
P = {Pg : 6 € ©} con funcién de densidad f(z;0), el MLE fm corresponde al
minimizador del negativo de la log-verosimilitud

mm{ Zlogf xi; 0 },

y en el caso de que £(0) = >, log f(w;;0) sea diferenciable, fuL debe ser solucién
de:

zn: dlog f(x:;0) -0

P 06
lo que lleva a la siguiente definicion.

DEFINICION 3.24 (M-estimador). Para Xi,...,X,, variables aleatorias IID. El M-

estimador By con respecto a la funcién ¢ : R x © — R se define como la solucién

de la ecuacién
n

> (Xy;0m) = 0. (3.9)

=1
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Usualmente el estimador definido por la Ecuacién (3.9) corresponde a la solucién
del problema de optimizacion

n
mgin z; p(x;0),
1=

si p es diferenciable, entonces

vl 0) = 200,

para alguna constante c.

OBSERVACION 3.25. Para simplificar la notacién podemos hacer

p(x;0) =plx —0),  P(x;0) =¢(z —0).

EJEMPLO 3.26 (Estimador LS). Sea z = z — 6. Las funciones p(z) = 22 y (z) = z
llevan a la media muestral.

EJEMPLO 3.27 (Estimador LAD?®). La mediana es un M-estimador con p(z) = |z|,
y

-1, z<0,
’L/)(Z) = Oa z = 07
1, z > 0.

EJEMPLO 3.28 (Media recortada). La primera propuesta de Huber (1981) para
reducir la influencia de outliers es:

O L
zZ) =

’ k2, |2 >k,
donde k es una constante de tuning, y

o 2 |Z| Sk7
M@_{Q|A>h

EJEMPLO 3.29 (Media Winsorizada). Huber (1981) propuso un compromiso entre
la media y la mediana, como:

122 <k
ﬁ(z):{gz, o] < k.

klz| — $k2, |2 > k.

i=1
donde
—k, z<—k,
Uz =1z <k
k, z > k.

Debemos destacar que, para k& — 0 obtenemos la mediana, cuando k — oo lleva a
la media, mientras que k = 1.345 tiene 95 % de eficiencia bajo normalidad.

3Estimadores minimo desvio absoluto (LAD) corresponden a estimadores Lj.
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En los gréficos a continuacién se presenta las funciones p(-) para cada uno de los
ejemplos anteriores,

£

0 2

15

(a) media (b) mediana

(c) media recortada (d) media winsorizada

Sabemos que el estimador LS en regresion es solucion del problema de estimacion

min Y, —x; 8)%, 3.10
o 3%~ o B) (3.10)
y, bajo normalidad, el MLE de 8 minimiza la funcién
- .3y 2 1 ¢ T 22
—glogfm,m = 5 log 270 +ﬁ;(n—wi B)*. (3.11)

Para obtener estimadores robustos Huber (1981) sugirié substituir el negativo de
la funcién de log-verosimilitud en (3.11) por una funcién que permita disminuir el
efecto de outliers. De este modo Huber (1981) propuso obtener estimadores tipo-
ML, conocidos como M-estimadores resolviendo el problema

min Y, —z; B). 3.12
i 3ol 2T B) (312
Es usual incorporar el pardmetro de escala o2 definiendo,
Yi—z{B
zp = ———, i=1,...,n,
o

lo que lleva a considerar la funcién objetivo:

Qp(ﬁ) = Zp(zz)
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Es facil notar que,

0Q,(8) D) 02
; :Z (')zi 0B; Z;W%Zfa

_ 1 9p(z)

Tenemos que ¥ (z) = 0p(z)/0z, asit W(z) = ¢(z)/z. Por tanto el M-estimador de
B es solucion del sistema de ecuaciones

n
S (Y2l my .

w( mZB)QL‘J:07 ]:1""7p’
i1 g g

que puede ser escrito en forma compacta como
1 n
Ly wi-al ) -0 (313)
i=1

Sea W = diag(W1,...,W,,) de este modo podemos escribir (3.13) como:
X"W(Y - Xg8)=0.

Sin embargo, debemos resaltar que los pesos W; dependen de z;, los que a su
vez dependen de B y por tanto se requiere métodos iterativos para obtener el M-
estimador, By-

Usando una estimacién inicial ,8(0) podemos considerar el siguiente esquema itera-
tivo

Bt — (X TW X)X TWwy, (3.14)
con

W = diagW,..., WD), W =y jo) /(" o),

e =y - x3".

Desde el punto de vista computacional es preferible usar

AUt =87 +p,.
con
p,=(X"TWOX)LXxTwe),

OBSERVACION 3.30. El procedimiento delineado en (3.14) es conocido como mini-
mos cuadrados iterativamente ponderados (IRLS). Debemos destacar que la conver-
gencia del proceso iterativo en (3.14) sélo es garantizada para funciones p convezas
asi como para funciones de redescenso. Ademaés, una serie de autores han propuesto
métodos refinados para obtener M-estimadores basados en IRLS (ver, por ejemplo
O’Leary, 1990).

Existe una gran variedad de funciones p(-) o v (-) para definir M-estimadores, por
ejemplo:

o Tukey’s biweight
v(z) =z[1—(t/k)],  k=4.685.
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e Hampel’s v
|Z|7 0< |Z‘ <a,
) a, a<|z| <b,
z) = sign(z
VO =8N e fe—0), bl e
0, c <z,

cona=1.645b=3y c=6.5.
e Funcidn seno de Andrews
sin(z/a), |z| < wa,
0, |z| > ma,

Y(2) =
donde a = 1.339.

Resulta instructivo visualizar el comportamiento de algunas funciones 1 (-) selec-
cionadas en la figura a continuacion,

(a) media recortada (b) Huber

(¢) Tukey bisquare (d) Hampel

Aunque es de interés primario la estimacién de los coeficientes de regresion, se ha
sugerido usar el siguiente estimador robusto para o,

MAD(e)

0.6745 ’

o~

Orob =

con
MAD(e) = me(le — me(e)]),

que es conocido como desviacion mediana absoluta de los residuos minimos cuadra-

dose=Y — X3s.
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Anslogamente a 3 es posible obtener un M-estimador para o resolviendo

BN

n=ri=

para 0 una constante positiva.

La fundamentacién de las propiedades asintoticas de la clase de M-estimadores de
B escapan al ambito en el que se desarrolla la asigntura. Sin embargo, podemos
proveer un estimador de la matriz de covarianza de 3,, considerando,

var(y’
k=14 87(7;0 )2,
n{E(")}
que es evaluado en la distribucién de los errores € (en la practica deben ser estimados
desde los residuos). Entonces la matriz de covarianza asintética de By es dada por

(ver Huber, 1981)

2(e. _
52 Zi ¢ (e/l)/(n 2p) (XTX)fl.
229" (ei)/n]
Una subclase interesante de M-estimadores, corresponde a los problemas de esti-
macién norma-L,, los que son definidos como la solucién del problema:

L 1/p
min (v -alar) ", p21 (3.15)
i=1

En efecto, basta considerar
pl2) = 2P, W) =[P W(2) =[P

OBSERVACION 3.31. Considere Y7,...,Y, variables aleatorias provenientes de la
funcién de densidad
foly) = cexp(=[yl"),  p=1,

con ¢ una constante de normalizacién. Esto permite caracterizar la estimacién de
norma-L, como estimacién ML basado en la densidad f,(y). Ademads, se debe desta-
car que la distribucion Laplace es obtenida para p = 1, mientras que la distribucion
normal es recuperada para p = 2.

Para 1 < p < 2 podemos usar IRLS como un método para aproximar la solu-
ci6n del problema en (3.15). En efecto, Osborne (1985) reestablecié el problema de
estimacién norma-L, como:

minQp(B),  Qp(B) = S olel” =" leilr2e,
1=1 =1

que puede ser interpretado como un problema de minimos cuadrados ponderados,

min W22y —xB)|5, W =diag(le1],. .-, [en])-

Esto lleva al siguiente algoritmo.
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Algoritmo 5: IRLS para estimacién L.

Entrada: Datos X, y, p € [1,2) y estimacién inicial B,
Salida : Aproximacién del estimador L, ,£A3

1 begin

2 forr=0,1,2,... do

3 e =Yy - x3"

4 W) = diag(|e{”|P=2/2, |l |P=2)/2)

5 Resolver p, desde

° min [ W (e — Xp, )3

7 Hacer
gt =" +p,
9 end
10 return 8 = g™
11 end

Debemos destacar que, para p = 1 tenemos

¥(2) = z/|2l.

con

De este modo, el procedimiento de estimacion norma-L; es robusto, con pesos
W, = 1/l|esl, i=1,...,n.

Schlossmacher (1973) fue uno de los primeros autores en proponer el uso de IRLS
para estimacién norma-L; en regresion basado en la ecuacion

——x; = 0.

in—wiﬁ
Vi - Bl

i=1
Sin embargo este procedimiento ha sido fuertemente criticado por una gran cantidad

de autores (ver discusién en Capitulo 4 de Bjorck, 1996), por no ser capaz de
identificar las observaciones bdsicas que definen el estimador.

Una perspectiva diferente fue adoptada por Charnes et al. (1955) quienes mostraron
que problema de regresion L,

minQi(8),  Qi(B) = > -8,
=1
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es equivalente a resolver el siguiente problema de programacién lineal (LP)

n
min Y (¢F +6),
i=1

sujeto a: € >0, ¢; >0,

+ - _ _ T
€ —€ ==Y, —x; (3,

parai=1,...,n, con e;" y €; variables no negativas.

OBSERVACION 3.32. Barrodale y Roberts (1973, 1974) presentaron un algoritmo de
propdsito especial para resolver el problema de regresiéon L, modificando el método
simplex y la estructura de datos requerida.

3.6.2. Estimacién usando distribuciones con colas pesadas. Frecuen-
temente se ha sugerido substituir la distribucién normal por distribuciones con colas
maés pesadas como un mecanismo para la acomodacion de outliers. En efecto, en la
Observacion 3.31 se indicé que usar la distribucién Laplace, permite obtener estima-
dores L; en regresion, lo que corresponde a un método robusto contra outliers. En
esta seccién sin embargo, confiaremos en la simpleza y elegancia del procedimiento
de estimacién por méaxima verosimilitud. En esta seccién nos enfocaremos en abor-
dar la estimacién de los pardmetros de regresién usando la clase de distribuciones
de contornos elipticos, discutida en la Seccién 1.6.

Debemos resaltar que diferentemente al caso de la distribucién normal, en el caso
general de la familia eliptica, podemos tener los siguientes enfoques:

(a) Modelo dependiente: Supondremos Y7, . ..,Y, tal que su densidad conjunta
Y = (Y1,...,Y,)" ~EC,(XB,0%1,;9), sigue una distribucién de contor-
nos elipticos.*

(b) Modelo independiente: Considere Y7,...,Y, variables aleatorias indepen-
dientes cada una con distribucién ECy (] B, 02; g).

Debido a esta consideracién a continuacién nos enfocaremos en el modelo indepen-
diente,
Yiir@ ECy(x; B,0%9), i=1,...,m,
donde
[(0:0) = Zo((Yi 2] B)?/0%),

con 6 = (ﬁT, 02)T, y la funcién generadora de densidades g debe satisfacer:

oo
/ w2 g(u) du < 4o0.
0

OBSERVACION 3.33. Como se menciond en la Seccién 1.6, la funcién generadora de
densidades g(-) puede depender de pardmetros de forma, los que controlan el grado
de curtosis de la distribucién (es decir, que tan pesada es la cola de la distribucién).
A continuacién asumiremos que tales parametros son conocidos, o equivalentemente
que la funcién g(-) es conocida.

4E] estimador de B en el modelo dependiente es equivalente al LSE y por tanto NO es robusto.
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Obtenemos los estimadores maximo verosimiles de 3 y o2, asumiendo g(-) conocido,
mediante maximizar la funciéon de log-verosimilitud:

00) = —g log o + Zlogg(ui),

i=1

donde u; = (Y; —x] 3)?/0?, parai = 1,...,n. Diferenciando £(8) con relacién a 3,
obtenemos

45 1(6) = " dslogg(u) = Zf;
i=1 i=1

2 g (u)
:_ﬁzgui (Y, —x, B)x; dB

:%f} (Y: -2 B)2] d3

donde W;(0) = —2¢'(u;)/g(ui), para i« = 1,...,n. Andlogamente, diferenciando
¢(0) con relacién a o2, tenemos

n 1o
dy2 £(0) = — 55 do® + > 7 () 4
. . ,

:_ﬁd 2+—<Y XB)"W(Y -~ XpB)do

donde
W = diag (W1(6,...,W,(8))).

La condicién de primer orden, lleva al siguiente sistema de ecuaciones:
X"W(y-Xxp)=0,
~ 1 NS o~
— (Y - XBW(Y - XB),

que no tiene solucion en forma explicita y por tanto se requiere el uso de métodos
iterativos.

Por ejemplo, usando una estimacién inicial 6 = O(k), actualizamos las estimaciones
para 3y o2, como:

1
o2(k+1) _ 5<Y _ Xﬁ(k))W(k)(Y _ X,B(k)),

a la convergencia del algoritmo, hacemos (B, c2).

EJEMPLO 3.34. Las funciones de pesos para algunas distribuciones elipticas selec-
cionadas son dadas a continuacién:
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e Normal: Y1,...,Y, e N(z, 3,0?), tenemos:

W@ =1, i=1,...,n.

ind

e t-Student: Y1,...,Y, ~ t(z;B,0%v), v >0,
1
wie) = XL i1,
vV + u;

la distribucién Cauchy(z, 3,0?), es obtenida para v = 1.
e Normal contaminada: Y1,...,Y, nd CN(z,; B,0%;€,7), con € € [0,1), v > 0,
(1 =€) exp(—u/2) + ey~ */* exp(—u/(27)) :
, 1=1,...,n.
(1 —€) exp(—u/2) + ey~ /2 exp(—u/(27))
e FExponencial Potencia: Yi,...,Y, nd PE(z] B,0%)), A > 0,

Wi(0) =X )"t i=1,....n.

7

Wi(0) =

Es interesante notar el comportamiento de las funciones de influencia para cada
una de estas distribuciones, considere el siguiente grafico:

(a) t de Student, v =4 (b) CN, e =0.05,v = 10

(c) PE, A= 0.6 (d) PE, A=0.5

La clase de distribuciones elipticas contiene distribuciones con colas més pesadas
y también mds livianas que la normal. A continuacién nos enfocaremos en una
subclase conocida como mezclas de escala normal (Andrews y Mallows, 1974), clase
que tiene una interesante interpretacién que serd explotada para la estimacién de
parametros.
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Sea Y1, ...,Y, variable aleatorias independientes con distribucién SMN(z,” 3, 02; H)
cada una con densidad
f(yi; 0) = (27“7)71/2_/ w!/? exp ( - Wui/Q) dH(w),
0
donde u; = (Y; —z/ B8)%/o%,i=1,...,n.
OBSERVACION 3.35. Sabemos que, una variable aleatoria Y; ~ SMN(z; 3, 02; H),
admite la representacién:
YW =w~N(=z/B,0°/w), W ~H(@),
lo que permite abordar la estimacién ML usando el algoritmo EM (Dempster, Laird

y Rubin, 1977).

El algoritmo EM permite el calculo iterativo de estimadores ML en modelos con
datos incompletos. De este modo, requiere de una formulacion de datos aumentados.
Su principal ventaja es que reemplaza una optimizacién “compleja” (asociada a la
estimacién ML) por una serie de maximizaciones “simples”. A continuacién damos
una breve descripcién de este procedimiento, para una revision de las propiedades
de este algoritmo y una serie de consideraciones practicas consulte McLachlan y
Krishnan (2008).

3.6.2.1.  Algoritmo EM (Esperanza-Mazimizacion). Sea Y ops vector de datos
observados con funcién de densidad f(y,ps; @) El objetivo es aumentar los datos
observados Y ops con variables latentes Y s también conocidos como datos perdidos.
Esto es, consideramos el vector de datos completos

Ycom = (Y;)s’ Ylis)T’

tal que la densidad f(y.,m; @) sea simple. El algoritmo EM es ttil cuando la funcién
de log-verosimilitud

60(0; Yobs) = IOg f(yobs; 9)
= IOg/f(ycom; 9) dymis7

es dificil de maximizar directamente. El objetivo del algoritmo EM es realizar la
estimacién ML iterativamente basandose en la log-verosimilitud de datos completos:

Ec(ea Ycom) = lOg f(ycom; 0)
El algoritmo EM permite obtener los MLE en problemas con datos incompletos por
medio de las etapas:

Paso E: para 0%) estimacién de @ en la k-ésima iteracién, calcular la Q-
funcién,

Q(07 o(k)) = E{gc(ey Ycom)|Y0b57 e(k)}
= /éc(e7 Ycom)f(ymis‘yobs; a(k)) dymis'
Paso M: determinar 8**Y como

6"+ = arg max Q(6;6).
0

Adicionalmente, Dempster, Laird y Rubin (1977) definieron un algoritmo EM ge-
neralizado (GEM), mediante la siguiente modificacién del Paso M:
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(k+1)

Paso M*: seleccionar 6 satisfaciendo,

Q0% ;") > e®; o).
OBSERVACION 3.36. Por ejemplo, podemos considerar un 1inico paso Newton en la
optimizacién de Q(8; O(k)) para definir un GEM.
Algunas propiedades del algoritmo EM se presentan en los siguientes resultados

TEOREMA 3.37. Todo algoritmo EM o GEM incrementa la log-verosimilitud de
datos observados €y(0;Y obs) en cada iteracidn, esto es,

eo(a(kJrl); Yops) > fo(e(k)§ Y ops).
DEMOSTRACION. Ver Dempster, Laird y Rubin (1977). O

TEOREMA 3.38 (Convergencia del Algoritmo EM). Bajo condiciones suaves, la
secuencia {G(k)}kzo generada por el algoritmo EM (GEM). Converge a un punto
estacionario de £,(0;Y ops).

DEMOSTRACION. Ver Wu (1983). O

Debemos destacar una serie de caracteristicas relevantes del algoritmo EM, a saber:

e Frecuentemente el algoritmo EM es simple, de bajo costo computacional y
numéricamente estable.

e Dempster, Laird y Rubin (1977) mostraron que el algoritmo EM converge
con velocidad lineal, que depende de la proporcidn de informacién perdida.”

e Para modelos con datos aumentados con densidad en la familia exponencial,
el algoritmo EM se reduce a actualizar las estadisticas suficientes.

e Errores estandar pueden ser obtenidos por célculo directo, diferenciacion
numérica o usando el Principio de Informacidn Perdida (Louis, 1982).

Sea Yi,...,Y, variables aleatorias independientes SMN(zx;3,02%;H). Se llevaré a
cabo la estimaciéon ML usando el algoritmo EM.
De este modo, tenemos el siguiente modelo jerdrquico:
Yi|Wi = w; ~ N(x] 8,0%/w;),  W;~H(), i=1,...,n.
En este caso el vector de datos completos es Y eom = (Y ', w )T, donde
Y =(Y1,...,Y,)T, w=(wi,...,wn) .

En este contexto, Y corresponde a los datos observados, mientras que w serian
asumidos como datos perdidos.

Considere una estimacién para 6 = O(k), entonces

Q(0:0M)) = E{lc(8; Yeom)|y; 0} = Q1(8,0%0™)) + Q2(5;0%),
donde

2. gk)y _ _ 1 oy L NC By Ty
Ql(/@,ff ,9 ) T 9 10g(27TCT ) 202 ;wi ()/Z T; ﬁ) )
Q2(8;0%)) = E{log h™ (w; &) |y; 6™},

5puede ser extremadamente lento.
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k .
con wE ) = E(w;|x;; O(k)) para i = 1,...,n. En general, la forma para la esperanza
condicional requerida en el Paso-E del algoritmo EM es dada por:

I w3/ exp(—w;u;/2) dH(4)

3

fooo wi/? exp(—w;u;/2) dH(J) 7

7
conu; = (Y; —x] B)?/o%,i=1,...,n.

A continuacién algunos ejemplos de funciones de pesos para miembros en la familia
de mezclas de escala normal,
ind

E(wi\mi;e) =

o t-Student: Y; ~ t(x] B,0%,v),i=1,...,n, en cuyo caso
1
E(wilY;;0) = 2
V+u;
o Slash: V; ™ Slash(z; 3,02%,v), para i = 1,...,n. De este modo,
2 1\ P 2, u;/2
E(wfy;:0) = (21 AU ES2 172
u; / Pi(v+1/2,u;/2)
donde
b® /Z a—1_-—bt dt
P.(a,b) = t e ,
I'(a) Jo
es la funcién gama incompleta (regularizada).
e Exponencial Potencia: Y; e PE(z/B,0%, 1), i=1,...,n, donde

E(wil¥i;0) = Xu}™',  w; #0,X € (0,1].

Finalmente, el algoritmo EM para obtener los estimadores ML en el modelo

Yiif@ SMN(z; B, 0% H), i=1,...,n,

adopta la forma:

Paso E: para O(k), calcular:
wz(k) = E(o.)i|Y;-;0(k))7 1=1,...,n.

k+1) y g2(k+1) como:

Paso M: actualizar ﬁ(
ﬁ(k+1) — (XTW(k)X)_lXTW(k)Y,

o2(k+1) _ (Y — Xﬁ(k))TW(k)(Y _ Xﬁ(k)),

1

n
donde W®) = diag(w; (8"%), ..., w,(0™)).

IterarAnos entre las etapas E y M hasta alcanzar convergencia, en cuyo caso hacemos

B=pByo*=35%

Usando resultados asintéticos tradicionales asociados a la estimacién maximo ve-

rosimil, podemos notar que

5 D _
\/ﬁ(lgniﬁ) —>Np(0?‘7: 1(B))a
donde la matriz de informacion de Fisher asociada a los coeficientes de regresién 3

es dada por (ver por ejemplo, Lange, Little y Taylor, 1989)

F(B) = %XTX, o = E(Wi,(U)U?),
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donde U = Z2, Z ~ EC(0,1; h) con h la funcién generadora de densidad asociada
a la mezcla de escala normal.



Apéndice A

Elementos de Algebra Matricial

En este Apéndice se introduce la notacién, definiciones y resultados béasicos de
algebra lineal y matricial, esenciales para el estudio de modelos estadisticos mul-
tivariados y de regresion lineal. El material presentado a continuacién puede ser
hallado en textos como Graybill (1983), Ravishanker y Dey (2002) y Magnus y
Neudecker (2007).

A.1. Vectores y matrices

Sea R™ el espacio Euclidiano n-dimensional, de este modo & € R™ representa la
n-upla
T

Tn
de nimeros reales. Note que x estd orientado como un vector “columna”, y por
tanto la transpuesta de @ es un vector fila,
T
= (T1,...,%n) .

Una matriz A € R™*" es un arreglo de niimeros reales

a1 ai2 Q1n

a21 aga - a2n
A= ,

Aml Am2 ' Omn

y escribimos A = (a;;). Los nimeros reales a;; son llamados elementos de A.

A.2. Definiciones béasicas y propiedades

La suma de dos matrices del mismo orden es definida como
A+ B = (ai) + (bi) = (aij + bij),
el producto de una matriz por un escalar A es
ANA = A\ = ()\ai]‘)

RESULTADO A.1 (Propiedades de la suma matricial). Sean A, B y C matrices del
mismo orden y A, i escalares. Entonces:
(a) A+ B=B+ A,
(b) (A+B)+C=A+(B+C),
() A+ p)A=XA+puA,
(d) M(A+ B)=)A+ )\B,
(e) ApA = (Au)A.

97
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Una matriz cuyos elementos son todos cero se denomina matriz nula y se denota
por 0. Tenemos que

A+ (-1)A=0.
Si A y B son matrices m X n y n X p, respectivamente, se define el producto de A
y B como

AB =C, donde, c¢; = Zaikbkj7
k=1

parat=1,....myj=1,...,p.

RESULTADO A.2 (Propiedades del producto de matrices). Sean A, B y C' matrices
de ordenes apropiados. Entonces:

(a) (AB)C = A(BO),

(b) A(BB+C)=AB+ AC,

(¢) (A+B)C =AC + BC.
Note que la existencia de AB no implica la existencia de BA y cuando ambos
productos existen, en general no son iguales.
La transpuesta de una matriz A = (a;;) € R™ " es la matriz n x m, A’ cuyo
elemento ij estd dado por a;;, esto es

14T = (aji).

RESULTADO A.3 (Propiedades de la transpuesta). Tenemos

(2) (AT)T = A4,

(b) (A+B)T=AT + BT,

(c) (AB)T=BTAT.

Definimos el producto interno entre dos vectores &,y € R"” como

n
(@y)=a"y=> ziy
=1

asociado al producto interno tenemos la norma Euclidiana (o largo) de un vector

x definida como
n 1/2
)l = (o2 = (3o a2)

i=1
finalmente, la distancia Euclidiana entre dos vectores a y b se define como

d(a,b) = [la — b]|.

RESULTADO A.4 (Propiedades del producto interno). Sean a, b y ¢ vectores n-
dimensionales y A un escalar, entonces

(a) <a’vb> = <b>a>;

(b) {a,b+c) = (a,b) + {ac),

(c) Aa.b) = (\a,b) = (a, \b),

(d) (a,a) >0 con la igualdad sélo si a =0,

() flabl? = a2+ [b]|? & 2(a, b),

() [la+ bl < llall+ o]l

PRrROPOSICION A.5 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). [(x,y)| < ||| ||lyll, Y,y €
R™ con la igualdad sélo si x = Ay, para algin X € R.
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DEMOSTRACION. Si x = My, el resultado es inmediato. Sino, note que
0< [l —Ayll* = [lz* + X*[lyl* - 2X(z,y),  VAER,

de este modo el discriminante del polinomio cuadratico debe satisfacer 4(zx,y)? —
4= ly]* <o. O

El dngulo 6 entre dos vectores no nulos «,y se define en términos de su producto
interno como
-
x, T
cosf = \BY) y

Izl lyll  VaTzy/yTy'

dos vectores se dicen ortogonales sélo si & Ty = 0.

El producto externo entre dos vectores x € R™ y y € R” es la matriz m x n
T
ANy =zy = (7))

Una matriz se dice cuadrada si tiene el mismo nimero de filas que de columnas,
una matriz cuadrada A es triangular inferior (superior) si a;; = 0 para i < j (si
aij = 0 para i > j). Una matriz cuadrada A = (a;;) se dice simétricasi AT = Ay
sesgo-simétrica si AT = —A. Para cualquier matriz cuadrada A = (ai;) se define
diag(A) como

a1 0 cee 0
. 0 agsy v 0 .
diag(A) = : : . : = diag(ai1,a22, .., Ann)-
0 0 e Ann

Si A = diag(A), decimos que A es matriz diagonal. Un tipo particular de matriz
diagonal es la identidad

10 --- 0
0 1 0

I=|. . . . |=0y)
00 -.- 1

donde 6;; = 1sii=jyd;; =0sii#j (0 se denomina delta de Kronecker).
Tenemos que para A € R"™*"™

I,,A=AI,=A.
Una matriz cuadrada se dice ortogonal si

AAT =ATA=T
y sus columnas son ortonormales. Note que, si

A= (ay,...,a,) cona;€R",

entonces A tiene columnas ortonormales si
Tajz{l’ R S .
0, sii#j,

Una matriz rectangular A € R™*" puede tener la propiedad AAT =1,, 6 ATA =
I,, pero no ambas, en cuyo caso tal matriz se denomina semi-ortogonal.

[0}

=
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Una matriz A € R"*", se dice idempotente si A? = A. Decimos que A es matriz
de proyeccion si es simétrica e idempotente, esto es, AT = Ay A% = A. Considere
el siguiente resultado
RESULTADO A.6. Suponga A matriz m X m, simétrica e idempotente. Entonces,
(a) (€27} ZO, 1= 1,...,77,.
(b) ai; < 1, 1= 1,...,n.
(¢) aij = aj; =0, para todo j # 1, sia;; =0 0 a;; = 1.
DEMOSTRACION. Como A es simétrica e idempotente, tenemos
A=A*=ATA,
de ahi que
n
@i =) a5,
j=1
que claramente es no negativo. Ademads, podemos escribir
Q55 = a?i + Z a?i.
J#i
Por tanto, a;; > a?i y de este modo (b) es satisfecha. Si a;; = 0 o bien a;; = 1,
entonces a;; = a3 y debemos tener

> aki =0,

J#i
lo que junto con las simetria de A, establece (c). O
Cualquier matriz B satisfaciendo
B*=A

se dice raiz cuadrada de A 'y se denota como A'/? tal matriz no necesita ser tinica.

A.2.1. Formas lineales y cuadraticas. Sea a € R", A € R"*" y B €
R™*™_ La expresién a '« se dice una forma lineal en ¢ y © " Az una forma cuadrdti-
ca, mientras que &' By es una forma bilineal.

Sin pérdida de generalidad se asumira que la matriz asociada a la forma cuadratica
x T Az es simétrica. Note que siempre es posible
x' Bx = %wT(AT + A)x,
en cuyo caso tenemos que B es matriz simétrica.
Decimos que una matriz simétrica A es definida positiva (negativa) si ' Az > 0

(x" Az < 0) para todo « # 0. Cuando " Az > 0 (=" Az < 0) V& decimos que A
es semidefinida positiva (negativa).

Note que las matrices B'B y BB son semidefinidas positivas y que A es (se-
mi)definida negativa sélo si —A es (semi)definida positiva.

RESULTADO A.7. Sea A € R™*" B € R"*P y C € R"*P y x vector n-dimensional.
Entonces

(a) Az =0< AT Az =0,

(b) AB=0< ATAB =0,

(c) ATAB=ATAC & AB = AC.
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DEMOSTRACION. (a) Claramente Az = 0 = A' Az = 0. Por otro lado, si
AT Az = 0, entonces " AT Az = (Axz)" Az = 0 y de ahi que Az = 0. (b)
sigue desde (a). Finalmente, (c) sigue desde (b) mediante substituir B — C por B
en (c). O
RESULTADO A.8. Sean A € R™*™ y B, C matricesnxn con B simétrica. Entonces

(a) Az =0, Yz € R" solo si A =0,

(b) "Bz =0, Yx € R" s6lo si B =0,

(c) x"Cx =0, Yz € R" sdlo si CT = —C.

A.2.2. Rango de una matriz. Un conjunto de vectores x1,...,x, se dice

linealmente independiente si Zi a;x; = 0 implica que todos los a; = 0. Si@xq,...,x,
no son linealmente independientes, ellos se dicen linealmente dependientes.

Sea A € R™*" el rango columna (fila) de A es el ndmero de columnas (filas)
linealmente independientes. Denotamos el rango de A como

rg(A),
note que
rg(A) < min(m,n).
Sirg(A) = n decimos que A tiene rango columna completo. Si rg(A) = 0, entonces

A es la matriz nula. Por otro lado, si A = 0, entonces rg(A) = 0.

RESULTADO A.9 (Propiedades del rango). Sea A € R™*"™ y B, C matrices de
ordenes apropiados, entonces
(a) rg(A) =1g(AT) =18(AT A) = 1g(AAT),
) rg(AB) < min{rg(A),rg(B)},
(c) rg(BAC) =rg(A) si B y C son matrices de rango completo,
(d) rg(A+ B) <rg(A) +1g(B),
(e) si A€ R™™ y Ax = 0 para algin x # 0, entonces rg(A) <n — 1.

El espacio columna de A € R™*™  denotado por M(A), es el conjunto de vectores
M(A) ={y :y = Az para algin x € R"}.

De este modo, M(A) es el espacio vectorial generado por las columnas de A. La
dimensién de este espacio es rg(A). Se tiene que

M(A) = M(AAT)
para cualquier matriz A.

El espacio nulo, N(A), de una matriz A € R™*" consiste de todos los vectores
n-dimensionales x, tal que Ax = 0, esto es,

N(A) = {x € R" tal que Az = 0}.
Note que, el espacio nulo es el conjunto de todas las soluciones del sistema lineal
homogéneo Az = 0. N(A) es un subespacio de R" y su dimensién se denomina

nulidad de A. Ademés N(A) = {M(A)}*. Finalmente, considere la siguiente
proposicién

RESULTADO A.10. Para cualquier matriz A € R™*" entonces n = dim(N(A)) +
rg(A).
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A.2.3. Matriz inversa. Sea A una matriz cuadrada de orden nxn. Decimos
que A es no singular sirg(A) = n,y que A es singular si rg(A) < n. De este modo,
si A es no singular, entonces existe una matriz no singular B tal que

AB=BA=1,.
La matriz B, denotada A~! es dnica y se denomina inversa de A.

RESULTADO A.11 (Propiedades de la inversa). Siempre que todas las matrices in-
versas involucradas existan, tenemos que

) (AT =(AT)"

) (AB)"'=B'A%
) MA)t=1Aa"1

y Pt = P, si P es matriz ortogonal.

) Si A >0, entonces A~" > 0.

) (Teorema de Sherman-Morrison- Woodbury)

(A+BCD)'=A"'-A"'B(C'+DA'B)"'DA™,
donde A, B,C y D son matrices m X m, m X n, n X n yn X m, respecti-
vamente.
(g) SilEv' A u #0, entonces
AluvTAT!
1+vTA 'y’
es conocida como la férmula de Sherman-Morrison.
(h) (T+XA) =T+ 72 (-1)'\NA"

(Atuv' ) t=A""1F

A.2.4. Determinante de una matriz. El determinante de una matriz co-
rresponde a la funcién det : R"*"™ — R, denotada comtinmente como |A| = det(A)

y definida como
A= Y170 [T,
i=1

donde la sumatoria es tomada sobre todas las permutaciones (ji, .. ., j,) del conjun-
to de enteros (1,...,n), y 0(j1,--.,7n) es el nimero de transposiciones necesarias
para cambiar (1,...,n) en (ji,...,jn) (una transposicién consiste en intercambiar

dos ntimeros).

Una submatriz de A es un arreglo rectangular obtenido mediante eliminar filas y
columnas de A. Un menor es el determinante de una submatriz cuadrada de A. El
menor asociado al elemento a;; es el determinante de la submatriz de A obtenida
por eliminar su i-ésima fila y j-ésima columna. El cofactor de a;;, digamos c;; es
(—1)"*7 veces el menor de a;;. La matriz C = (¢;;) se denomina matriz cofactor de
A. La transpuesta de C es llamada adjunta de A y se denota A% . Tenemos que

n n
|A| = E a;Cij = E a;xcjk, parad,k=1,...,n.
=1 i=1

RESULTADO A.12 (Propiedades del determinante). Sea A € R"*™ y X\ un escalar.
Entonces

(a) |A[=]A"].

(b) |AB| = |A||B].
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(c) [AA] = A"[Al.

(d) |[A7Y =|A|™Y, si A es no singular.

(e) Si A es matriz triangular, entonces |A| =[]\ ai;.

(f) FEl resultado en (e) también es vdlido para A = diag(A). Ademds, es evi-

dente que |I,| = 1.
(g) Si A R™™ y B € R"™™™, entonces |I,, + AB| = |I,, + BA]|.

A.2.5. La traza de una matriz. La traza de una matriz cuadrada A €
R™*™ denotada por tr(A), es la suma de sus elementos diagonales:

tT(A) = zn: Q.
i=1

RESULTADO A.13 (Propiedades de la traza). Siempre que las operaciones matri-
ciales estan definidas

(a) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B),

(b) tr(AA) = Atr(A) si A es un escalar,

(c) tr(A") = tr(A),

(d) tr(AB) = tr(BA) (propiedad ciclica de la traza),

(e) tr(A)=0si A=0.

t
t

Note en (d) que aunque ambas AB y BA son cuadradas, no necesitan ser del
mismo orden.
Ademsds, es directo que la normal vectorial (Euclidiana), satisface

Izl = (" @)/? = (traz’)"?,
de este modo, podemos definir una normal matricial (Euclidiana) como
| Al = (tr AT 4)V2,
En efecto, se tiene que tr(A ' A) > 0 con la igualdad sélo si A = 0.

A.2.6. Valores y vectores propios. Si A y B son matrices reales del
mismo orden, una matriz compleja Z puede ser definida como

Z=A+iB,
donde 7 denota la unidad imaginaria que satisface i> = —1. El conjugado complejo
de Z, denotado por Z H , se define como
zH=A" —iB".
Una matriz Z € C"*" se dice Hermitiana si Z% = Z (equivalente complejo de

una matriz simétrica) y unitaria si Z Hz — 1 (equivalente complejo de una matriz
ortogonal).

Sea A una matriz cuadrada n x n. Los valores propios de A son definidos como las
raices de la ecuacion caracteristica

AT — A| =0,

la ecuacién anterior tiene n raices, en general complejas y posiblemente con algunas
repeticiones (multiplicidad). Sea A un valor propio de A, entonces existe un vector
v # 0 € C" tal que (A — A)v = 0, esto es,

Av = \v.



104 A. ELEMENTOS DE ALGEBRA MATRICIAL

el vector v se denomina wvector propio asociado al valor propio A. Note que, si v es
un vector propio, también lo es av, Yo € C, y en particular v/|lv| es un vector
propio normalizado.

RESULTADO A.14. Si A € C™"*"™ es matriz Hermitiana, entonces todos sus valores
propios son reales

REsuULTADO A.15. Si A es matriz cuadrada n xn y G es matriz no singular n X n,
entonces A y G~ AG tienen el mismo conjunto de valores propios (con las mismas
multiplicidades)

DEMOSTRACION. Note que
M -G 'AG| = |N\GT'G - G'AG| = |GTY|M\ - A||G| = |\ — A|

RESULTADO A.16. Una matriz singular tiene al menos un valor propio cero

DEMOSTRACION. Si A es matriz singular, entonces Av = 0 para algin v # 0,
luego desde Av = Av, tenemos que A = 0. (I

RESULTADO A.17. Una matriz simétrica es definida positiva (semidefinida positiva)
s6lo si todos sus valores propios son positivos (no-negativos).

DEMOSTRACION. Si A es definida positiva y Av = Av, entonces v' Av = \v ' v.
Ahora, como v' Av > 0y v"v > 0 implica A\ > 0. La conversa no serd probada
aqui. 0

RESULTADO A.18. Una matriz idempotente sélo tiene valores propios 0 ¢ 1. Todos
los valores propios de una matriz unitaria tienen modulo 1

DEMOSTRACION. Sea A matriz idempotente, esto es, A> = A. De este modo, si
Av = \v, entonces
v = Av = A%v = MAv = \%v
y de ahi que A = A2, esto implica que A=06 A = 1.
Por otro lado, si A es unitaria, entonces a’? A = I. De este modo, si Av = v,
entonces
v AT = Xof
luego
vfv = v A" Av = Mo,
Como vH v # 0, obtenemos que A\ = 1y de ahi que |\| = 1. a

RESULTADO A.19 (Propiedades de la matrices idempotentes). Sea A matriz n X n,
entonces

a) A" y I — A son idempotentes sélo si A es idempotente,
4
(b) si A es idempotente, entonces rg(A) = tr(A) =r. Sirg(A) = n, entonces
A=1.

RESULTADO A.20. Si A € C"*™ es matriz Hermitiana y v1, v son vectores propios
asociados a A1 y A2, respectivamente, donde A1 # Ag. Entonces v1 1 vs.

El resultado anterior muestra que si todos los valores propios de una matriz Her-
mitiana A son distintos, entonces existe una base ortonormal de vectores propios
tal que A es diagonalizable.
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PROPOSICION A.21 (Descomposiciéon de Schur). Sea A € C**™. Entonces exis-
te una matriz unitaria U € C"*" y una matriz triangular M cuyos elementos
diagonales son los valores propios de A, tal que

UYAU = M.

PROPOSICION A.22 (Descomposicién espectral). Sea A € C**™ matriz Hermitiana.
Entonces existe una matriz unitaria U € C™**™ tal que

U7 AU = A,

donde A = diag(A) es matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los valores
propios de A.

Para aplicaciones en Estadistica siempre haremos uso de la Proposiciéon A.22 con-
siderando A matriz simétrica, en cuyo caso todos sus valores propios seran reales
y U serd una matriz ortogonal. Para @ € R™*" matriz ortogonal, denotamos el
grupo de matrices ortogonales como

0, ={QeR™:QTQ =1}
Note que si A es matriz simétrica y definida positiva, entonces
A=UAU" = (UAY*)(UAY?)T = (UAY*UT)?
donde A = diag(A) y A2 = diag(A'/?). Por tanto,
A=MM'", con M= UA1/27

o bien,
A=B? con B=UAY?UT,

esto es, B es una matriz raiz cuadrada de A.

RESULTADO A.23. Sea A matriz simétrica n X n, con valores propios \i, ..., An.
Entonces

(a) tr(A) = Y0, A
(b) [A] = T2, A

DEMOSTRACION. Usando que A = UAU . Tenemos
tr(A) = tr((UAU ") = tr(AU 'U) = tr(A) = Y\,

i=1
Al = |UAUT| = |U|IAIUT | = A =[] N
i=1

O

RESULTADO A.24. Si A es una matriz simétrica con r valores propios distintos de
cero, entonces rg(A) =r.

DEMOSTRACION. Tenemos que UTAU = A y de ahi que
rg(A) = 1g(UAU ") = 1g(A) =7
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A.2.7. Matrices (semi)definidas positivas.

PROPOSICION A.25. Sea A matriz definida positiva y B semidefinida positiva. En-
tonces
A+ B> 4]
con la igualdad sdlo si B = 0.
DEMOSTRACION. Tenemos U'T AU = A, con A = diag(A\) yU'U = UU" = 1I.
Luego,
A+B=UAU" + B=UA*I+AYV2UTBUAYH)AY?UT,
de este modo
|A+ B| = |[UAY?||I+ A" 2UTBUAYV2|AY2U T

— |UA1/2A1/2UT||I + A—1/2UTBUA—1/2|

= |A|[I+ A™Y2UTBUAY?|.
Si B = 0, tenemos |A + B| = |A|. Por otro lado, si B # 0. Entonces la matriz

I+ A Y2UTBUAY? tendr4 al menos un valor propio no nulo y por tanto,
II+AY2UTBUAY?| > 1, esto es |[A+ B| > |A|. 0

Para dos matrices simétricas A y B, escribimos A > B si A — B es semidefinida

positiva. Andlogamente, escribimos A > B si A — B es definida positiva.

RESULTADO A.26. Sean A, B matrices definidas positivas n X n. Entonces A > B

sélo si B™' > A71,

PROPOSICION A.27. Sean A y B matrices definidas positivas y A—B > 0. Entonces

|A| > |B| con la igualdad sélo si A = B.

DEMOSTRACION. Sea C = A— B. Como B es definida positiva y C es semidefinida

positiva, tenemos por la Proposicién A.25 que |B 4+ C| > | B}, con la igualdad sélo

siC =0. |
A.2.8. Descomposiciones matriciales.

PROPOSICION A.28 (Descomposicién LDL). Si A € R™*"™ es matriz simétrica y no
singular, entonces existe L matriz triangular inferior y D = diag(ds,...,d,), tal
que

A=LDL".
PROPOSICION A.29 (Descomposicién Cholesky). Si A € R™*" es simétrica y defini-
da positiva, entonces existe una inica matriz triangular inferior G € R™*™ (factor
Cholesky) con elementos diagonales positivos, tal que

A=GG".

PRrOPOSICION A.30 (Descomposicién ortogonal-triangular). Sea A € R™*"  en-
tonces existe Q € O,, y R € R™*"  tal que

A=QR,

R,
R =
con Ry € R™™™ matriz triangular superior, aqui suponemos que m > n. Sirg(A) =
r, entonces las primeras n columnas de Q forman una base ortonormal para M(A).

donde
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Note que, si A = QR entonces
ATA=R'Q'"QR=R'R=R/R,,
y Ry corresponde al factor Cholesky de A" A.

PROPOSICION A.31 (Descomposicién valor singular). Sea A € R™*"™ con rg(A) =
r, entonces existen matrices U € O,,, V € O,, tal que

(D, 0\ T
AU(O O)V,

donde D, = diag(d1,...,0,) con 6; > 0 parai = 1,...,r, llamados valores sin-
gulares de A.

A.2.9. Matrices particionadas. Sea A una matriz m x n. Considere par-

ticionar A como sigue
A— A A (A1)
Ay Ap)’ ’
donde Aq; € lexnl, Ay € lean, Ao € RmQXHl, Aoy € RmZXHz, ymi+mg =
m, ny + Ng = nN.
Sea B € R™*"™ particionada de manera andloga a A, entonces

A+ By A+ B12)

A+B=
+ (A21+321 Ass + B

Ahora, considere C' € R™*P particionada en submatrices C;;, para 4,j = 1,2 con
dimensiones adecuadas, entonces

A11C11 +A12Cy A11C 12+ A12C o
A21C11 + AxCo A2 Cia+ AxCa )’

La transpuesta de A estd dada por
Al = (AL Ail) :
A Ay

Si A1o y Aoy son matrices nulas y si ambas A1; y Ags son matrices no singulares,
entonces la inversa de A es
-1
Al = (An 0 1)
0 A

En general, si A es matriz no singular particionada como en (A.1) y D = Agy —
AglAfllAlg también es no singular, entonces
A1 _ (AL T AL ARD T Ay AL A ARDT
—D'Ay AT D! '

ac—(

Por otro lado, si A es no singulary E = Ay, —A12A2_21A21 es no singular, entonces
A1 = ( E! —E A AL )
—Ap Ay ET AL+ AL ANETTARAL)
Considere el determinante

A Ap
0 Ay

si A1 y Ago son matrices cuadradas.

A11 0
A21 A22

)

= |A11]|Ag| = ’
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Ahora, para una matriz particionada como en (A.1) con m; = ny y mg = na,
tenemos

|A| = |Aq11]| A2 — A21Af11A12| = |Ag||A11 — A12A521A21|,

si A1 y Ago son matrices no singulares.

A.3. Inversa generalizada y sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion se generaliza el concepto de invertibilidad para matrices singulares
asi como para matrices rectangulares. En particular, introducimos la inversa Moore-
Penrose (MP), generalizacién que permite resolver de forma explicita un sistema
de ecuaciones lineales.

A.3.1. Inversa Moore-Penrose. Sea A € R™*" lainversa Moore-Penrose,
G € R™"™ debe satisfacer las siguientes condiciones

AGA = A, (A.2)
GAG =G, (A.3)
(AGQ)" = AG, (A.4)
(GA)T = GA. (A.5)

La inversa MP de A se denota comunmente como A™. Si G satisface sélo la condi-
ci6n en (A.2) entonces decimos que G es una inversa generalizada y la denotamos
por A™.

PROPOSICION A.32 (Unicidad de la inversa MP). Para cada A, existe una tinica
AT,
RESULTADO A.33 (Propiedades de la inversa MP).
(a) AT = A~ para A matriz no singular,
) (AT)T = A,
) (AT)T=(ah)T,
=A 51 es simétrica e idempotente,
AT =As A métri d
) AAT y AT A son idempotentes,
) 1g(A) =1g(A") = 15(AAT) =1g(A" A),
) ATAAT =A=ATAAT,
) ATAT AT = At = ATAT AT,
) AT =(ATA)TAT = AT(AAT)Y,
) AT = (ATA)"TAT, si A tiene rango columna completo,
) AT = AT(AAT)!, si A tiene rango fila completo.

A.3.2. Solucién de sistemas de ecuaciones lineales. La solucién general

de un sistema de ecuaciones homegéneo Ax = 0 es
x=(I—-A"A)q,
con q un vector arbitrario. La solucién de Ax = 0 es unica sélo si A tiene rango
T . . .
columna completo, esto es;, A" A es no singular. El sistema homogéneo Ax = 0
siempre tiene al menos una solucién, digamos = 0.
El sistema no homogéneo
Ax = b,

tendra al menos una solucion si es consistente.



A.3. INVERSA GENERALIZADA Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 109

PROPOSICION A.34. Sea A € R™*™ y b vector m x 1. Entonces son equivalentes:
(a) la ecuacion Ax = b tiene una solucion para x,

(b) be M(A),
(c) rg(A:b) =rg(A),
(d) AATH =b.

PROPOSICION A.35. Una condicidn necesaria y suficiente para que la ecuacion
Ax = b tenga una solucion es que

AATH=b,
en cuyo caso la solucion general estd dada por
x=A b+ (I-ATA)gq,
donde q es un vector arbitrdrio.

Si el sistema Ax = b es consistente, entonces tendra solucion inica sélo si A es de
rango completo, en cuyo caso la solucién estd dada por = A~ 'b.

PROPOSICION A.36. Una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion
matricial AX B = C tenga una solucion es que

AATCB"B =C,
en cuyo caso la solucion general es
X=A"CB"+Q-A"AQBB™,

donde Q es una matriz arbitrdria de drdenes apropiados.






Apéndice B

Diferenciaciéon matricial

En esta seccién haremos uso de la siguiente notacion. ¢, f y F representan funciones
escalar, vectorial y matricial, respectivamente mientras que ¢,  y X argumentos
escalar, vectorial y matricial, respectivamente.

A partir de esta convencién es directo que podemos escribir los siguientes casos
particulares:

0(()=¢ @) =a'z, ¢X)=tr(X'X),
f(C):(C7C2)T7 f((IZ)ZAil:, f(X):Xa,
F()=¢1,, Fx)=zz', FX)=X".

Existen varias definiciones para la derivada de una funcién matricial F(X) con
relacién a su argumento (matricial) X . En este apéndice nos enfocamos en el célculo
diferencial propuesto por Magnus y Neudecker (1985).

Considere ¢ : S — R con S C R"”, se define la derivada de ¢ con relacién a € S

o do(@) _ (06 06\T _ (96
4 n
o0 = (on50) = (o) <F
de este modo, introducimos la notacién
ad)(w) 1Ixn
Do(x) = T e R,
Ahora, si f: S — R™, S C R". Entonces la matriz m X n,
Dfl (113)
: of(z)
D.f(x) = . = 8scT 9
Dfm(z)

es la derivada o matriz Jacobiana de f. La transpuesta de la matriz Jacobiana
Df(x) se denomina gradiente de f(x).

B.1. Aproximacién de primer orden

Considere la formula de Taylor de primer orden,

dlc+u) = ¢(c) + ug’(c) + re(u),
donde el resto
lim ")
u—0 U
es de orden mas pequeno que u conforme u — 0. Note también que

Hm (ZS(C + U) — (b(C) — QSI(C).

u—0 u

=0.
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De este modo, se define

dd(c;u) = ug'(c),
como el (primer) diferencial de ¢ en ¢ con incremento u. Esto motiva la siguiente
definicién.

DEFINICION B.1 (Diferencial de una funcién vectorial). Sea f : S — R™ S C R,
si existe una matriz A € R™*" tal que

fletu) = flc) + Alc)u +re(u),
para todo u € R™ con ||ul|| < d, y
ti T <o
entonces la funcién f se dice diferenciable en ¢. El vector m x 1
df(c;u) = A(c)u,
se denomina primer diferencial de f en ¢ con incremento w.

Magnus y Neudecker (1985) mostraron la existencia y unicidad del diferencial
d f(c;u) de una funcién f: S — R™, S CR™ (¢ € S), dado por

df(c;u) = A(c)u
también mostraron la regla de la cadena e invarianza de Cauchy para el diferencial

y enunciaron su primer teorema de identificacion.

TEOREMA B.2 (Primer teorema de identificacién). Sea f : S — R™, S C R”
funcion diferenciable, ¢ € S y u un vector n-dimensional. Entonces

d f(c;u) = (Df(c))u.

La matriz Df(c) € R™*™ se denomina matriz Jacobiana. Tenemos también que

Vf(e)=(Df(e))"
es la matriz gradiente de f.

Sea f: S —>R™ SCR"y f;: S — R el i-ésimo componente de f (i =1,...,m).
Sea e; un vector n-dimensional cuyo j-ésimo elemento es uno y los restantes son
cero, y considere

lfm fz(C+ tej) — fi(c)

t—0 t
si el limite existe, se denomina la j-ésima derivada parcial de f; en c y es denotada
por D; fi(e). Note que el elemento ij de Df(c) es D; fi(c).

B.2. Funciones matriciales

Considere algunos ejemplos de funciones matriciales

_ [ cos(¢) sin(Q) T _ T nxq
F() = (—sin(() cos() ) Flx)=2zx', F(X)=X', X eR"™.
Antes de considerar el diferencial de una funcién matricial F : S — R™*P, § C
R™*? introducimos dos conceptos preliminares: la vectorizaciéon de una matriz y el
producto Kronecker.
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DEFINICION B.3 (Operador de vectorizacién). Sea A € R™*4 particionada como
A= (a,...,ay),
donde aj;, € R" es la k-ésima columna de A. Entonces
ay
vec(A) =
aq
DEFINICION B.4 (Producto Kronecker). Sea A € R™*" y B € RP*?  entonces el

producto Kronecker entre A y B denotado por A® B es la matriz mp x ng definida
como

a11B e alnB
A®B= : :
amB ... am.B

REsuLTADO B.5. Sean A, B,C y D matrices de drdenes apropiados y A escalar.
Entonces

(a) ABRC=(A®B)@C=A®(BC),

(b) (A+B)®(C+D)=A®C+B®C+A®D+B®D,
(c) (A® B)(C® D)= AC ® BD,

(A) A\@ A=XA=A®\,

(e) (AeB)T=AT @B,

) (AeB)"'=A"'@ B,

() (A9B)"=A" @B".

RESULTADO B.6. Sean A € R™*"™ y B € RP*P. Entonces
(a) tr(A® B) = tr(A) tr(B),
(b) |[A® B| = |AJ]?|B]",
(c) rg(A® B) =rg(A)rg(B).

Observe que, si a € R" y b € RP, entonces
ab' =a®b’ :bT®a,
por otro lado, tenemos que
vec(ab') =vec(a®b') =vec(b' ®a)=b®a.

Estos resultados sugieren una conexién entre el operador de vectorizacion, el pro-
ducto Kronecker y la traza. Considere el siguiente resultado

REsuLTADO B.7.

(a) Si A y B son dmbas matrices de orden m X n, entonces
trATB = vec' AvecB,
(b) Si A,B y C son de drdenes adecuados, entonces
vec ABC = (CT ® A) vec B,
donde vec' A = (vec A)T.

Finalmente, tenemos el siguiente resultado
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RESULTADO B.8. Sean A, B,C y D matrices, tal que, el producto ABCD estd
definido y es cuadrado, entonces
tr ABCD =vec' D'(C" @ A)vec B =vec! D(A®C")vecB".
Sea F : S — R™*P, § C R™"*? una funcién matricial, podemos notar que
vec F(X) = f(vec X)
esto permite obtener el diferencial de una funcién matricial considerando la relacién
vecd F(C;U) =d f(vec C;vecU)
en cuyo caso F' tiene matriz Jacobiana
DF(C)=Df(vecC)

Las consideraciones anteriores motivan el primer teorema de indentificaciéon para
funciones matriciales (Magnus y Neudecker, 1985)

TEOREMA B.9 (Primer teorema de identificacién para funciones matriciales). Sea
F:S—R™P S cCR"1 funcion diferenciable, C € S y U matriz n X q. Entonces

veed F(C;U) = (DF(C)) vecU.
con (DF(C))T la matriz gradiente de F.

B.3. Matriz Hessiana

Considere ¢ : S — R con S C R™, entonces se define la matriz Hessiana como la
matriz de segundas derivadas, dada por

2 T
Hota) = 202 _ 0 (00N T _ p(pya .

zOx ox ox
Es posible definir el diferencial de funciones vectoriales y matriciales de manera
andloga a la delineada anteriormente. Sin embargo, en este apéndice nos enfoca-
remos solamente en el calculo de diferenciales de funciones escalares. El segundo
diferencial de una funcién escalar estd dado por

d? ¢ = d(d ¢).

Magnus y Neudecker (1985) enunciaron el siguiente teorema de identificacién para
matrices Hessianas de funciones escalares

TEOREMA B.10 (Segundo teorema de identificacién). Sea ¢ : S — R, S C R™ dos
veces diferenciable, ¢ € S y u vector n-dimensional. Entonces

d? ¢(c;u) = u' (Ho(c))u.
donde Hp(c) € R™ "™ es la matriz Hessiana de ¢.

Algunas ventajas (précticas) importantes del cdlculo de diferenciales son:

e Sea f(x) funcién vectorial m x 1 con argumento x, vector n-dimensional,
entonces

Df(x) e R™*" sin embargo, df(z) e R™

e Para funciones matriciales, d F'(X) tiene la misma dimensién que F sin
importar la dimensién de X.
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B.4. Reglas fundamentales

A continuacién se presentan algunas reglas fundamentales para el calculo de dife-
renciales
Considere u y v funciones escalares y a una constante, entonces:

da=0, dlou) = adu, du+v)=du+duv,

(du)v — u(dv)

d(uv) = (du)v + u(dv) d(u/v) = 5 , (v #£0),

v
du® = au®tdu, de* =e“du,
dlogu =u"'du, (u>0) da" =a"logadu, (a > 0),
aqui por ejemplo,
¢(z) = u(z) + v().
Andlogamente para U, V funciones matriciales, o un escalar (constante) y A €
R™*™ constante, tenemos

dA =0, d(aU) = adU,
dU+V)=dU+dV, dUV)=dU)V4+UdV,
dU®V)=dU ®dV, dUoV)=dU edV,
dU" = (dU)", dvecU =vecdU, dtrU =trdU.
Otros diferenciales de uso frecuente en Estadistica son:

d|F|=|F|tr F"'dF, dlog|F|=trF 'dF,
dF ' =_—F '(dF)F '
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