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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Vectores Aleatorios

El propésito de esta seccion es introducir algunas propiedades elementales de vec-
tores aleatorios dtiles a lo largo de este curso. Se asume que el lector es familiar
con el concepto de variable aleatoria unidimensional.

Un vector aleatorio n-dimensional X es una funcién (medible) desde el espacio de
probabilidad 2 a R™, esto es

X:Q—R"
Por convencién asumiremos que el vector aleatorio X = (X1,...,X,,)T es un vector
columna.

DEFINICION 1.1 (Funcién de distribucién). Para X distribuido en R", la funcion
de distribucion de X es una funcién F : R™ — [0, 1], tal que

F(z)=P(X <x), Ve e R" (1.1)
y denotamos X ~ F o X ~ Fx.

La funcién en (1.1) debe ser entendida como
F(x) =P(X; <z1,X2 < z9,..., X, <z,),
que corresponde a la probabilidad del evento (;_,{Xk < zi}.
PROPIEDAD 1.2. La funcién de distribucién acumulada tiene las siguientes propie-
dades:

(a) F(x) es funcién mondtona creciente y continua a la derecha en cada uno
de los componentes de X,

(b) 0< F(x) <1,

(¢) F(—o00,29,...,xp) =+ =F(x1,...,2p-1,—00) =0,

(d) F(+o0,...,4+00) =1.

Sea F' la funcién de distribucién del vector aleatorio X . Entonces, existe una funcion
no-negativa f tal que

F(x) = /f f(u) du, z € R",

en este caso decimos que X es un vector aleatorio continuo con funcidén de densidad
f. Por el teorema fundamental del Célculo, tenemos que

oy = 2T@

Ademés, considere R =R U {£o0}, para x,y vectores en R™, entonces

xlaxn

<y estoes, z; <y;, parai=1,...,n.

1



2 1. PRELIMINARES

Esto permite definir un rectangulo n-dimensional en R™ como
I=(a,bj={xecR":a<z<b}

para todo a,b € R”. Entonces, también por el teorema fundamental del Calculo,

tenemos que si

f(z) = a8"F(alc)

xlaxn

existe y es continua (casi en toda parte) sobre un rectdngulo I, entonces
P(x € A) :/ f(x)de, VACI.
A
Naturalmente la funcién de densidad debe satisfacer

f(z)dz = 1.

R

Considere el vector aleatorio n-dimensional X particionado como X = (X I, X ;— )T
donde X1 y X5 son vectores n; X 1 y ny X 1, respectivamente, con n = ny + ns.
Tenemos que X; ~ F;, i = 1,2, de este modo X se denomina la conjunta de X1, X o
mientras que los X; y X5 son llamados marginales de X.

Note que, las funciones de distribucién marginal pueden ser recuperadas desde la
distribucién conjunta mediante

Fi(s) = F(s,+00), Fy(t) = F(4o00,t), Vs € R™,t € R"2.

Cuando X es absolutamente continua con funcién de densidad f(x) = f(x1,x2),
entonces la funcién de densidad de X ; también es absolutamente continua y puede
ser obtenida como

fs) = | fswde, fot)= | flut)du, VseR™teR™,
Rn2 R™1

el resultado anterior es analogo para el caso de distribuciones discretas. Si X es
absolutamente continuo y fi(a1) > 0, entonces la densidad condicional de X5 dado
X1 =x es

_ fX(wlau)

fX2|X1::E1(u) - fl(wl)

con funcién de distribuciéon de X5 condicional a X, = x1 dada por
u
FXQ\X1211(U) = / fX2|X1:I1 (t) dt?
— 00
tenemos ademds que

_ fx(®,u)
sz\Xlza:l(u) = m~
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1.2. Operadores de esperanza y covarianza

Considere X = (X1,...,X,)" vector aleatorio n-dimensional con funcién de den-
sidad f. Entonces la esperanza de cualquier funcién g de X estd dada por

Elg(X)) = [ a(®)f(®)dt.

siempre que la integral (n-dimensional) exista.

Mas generalmente, sea Z = (Z;;) una funcién matricial m x n, entonces podemos
definir el operador de esperanza de una matriz aleatoria como

E(Z(X)) = (BE(Zy)),  Zij = Zi(X). (1.2)

De la definicién en (1.2) se desprenden una serie de resultados utiles con relacién
al operador de esperanza. Por ejemplo, sea A = (a;;) una matriz de constantes,
entonces

E(A)=A.

RESULTADO 1.3. Sea A = (a;5), B = (b;;) y C = (c;;) matrices de constantes
Ixm,nxpuylXxp, respectivamente. Entonces

E(AZB +C) = AE(Z)B +C.

DEMOSTRACION. Sea Y = AZB + C, entonces

m n

Y = Z Zairzrsbsj + cij,
r=1s=1

de este modo

E(AZB +C) = (E(Y,)) = (i S i E(Z)hns + )

r=1s=1
=AE(Z)B+C.
|
Un caso particular importante corresponde a la esperanza de una transformacion
lineal. Considere el vector aleatorio n-dimensional, Y = AX, donde X es vector

aleatorio m x 1, entonces E(AX) = AE(X). Esta propiedad puede ser extendida
para sumas de vectores aleatorios, como

E(DAix) =Y AEX),
de manera similar tenemos que
E (Zaizz) = Zai E(Z)),

donde «; son constantes y los Z; son matrices aleatorias.

DEFINICION 1.4 (Matriz de covarianza). Sean X e Y vectores aleatorios m y n-
dimensionales, respectivamente. Se define la matriz de covarianza entre X e Y
como la matriz m X n,

Cov(X,Y) = (Cov(X,,Y;)).
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Podemos apreciar, a partir de la definicién de covarianza que
Cov(X,Y) =E{(X —E(X))(Y —E(Y))"}.
En efecto, sean p = E(X) y n = E(Y'). Entonces,
Cov(X,Y) = (Cov(X;,Yj)) = (E(Xi — i) (Yj — n;))

= E([(X; — ua)(Y; = m;)]) = E[(X = w)(Y =) "].

Tenemos ademas el siguiente resultado
Cov(X,Y) = E{(X — E(X))(Y —E(Y))"}

—EXY"-EX)Y' - XE'(Y)+EX)E(Y))

=E(XY") - E(X)E'(Y).
Se define la matriz de dispersién (varianza), como Cov(X) = Cov(X, X). De este
modo, tenemos

Cov(X) = (Cov(X;, X;)) = E{(X — E(X))(X —E(X))"},
y, de la misma manera que para el caso de la matriz de covarianza,
Cov(X)=E(XXT)—E(X)E"(X).
EJEMPLO 1.5. Sea a vector de constantes n x 1, entonces
Cov(X — a) = Cov(X).
En efecto, note que
X -a—-EX -a)=X-EX),
por tanto, tenemos
Cov(X —a,X —a) =Cov(X, X)

RESULTADO 1.6. Si X e Y son vectores aleatorios m y n-dimensionales, respecti-
vamente y A € R™>™ B € RPX" entonces

Cov(AX,BY) = ACov(X,Y)B'.
DEMOSTRACION. Sean U = AX y V = BY, entonces
Cov(AX,BY) = Cov(U,V)=E{(U -EU))(V —E(V))"}
= E{(AX — AE(X))(BY — BE(Y))"}
= E{A(X - E(X))(Y —-E(Y))'B"}
= AE{(X —E(X))(Y —-E(Y))"}B"
= ACov(X,Y)B".

Tenemos el siguiente caso particular,

Cov(AX) = Cov(AX,AX) = ACov(X,X)A"T = ACov(X)A".
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EjEMPLO 1.7. Considere X, Y, U y V vectores aleatorios n-dimensionales y A,
B, C y D matrices de 6rdenes apropiados, entonces
Cov(AX + BY ,CU + DV) = ACov(X,U)C" + ACov(X,V)D"
+ BCov(Y,U)C" + BCov(Y,V)D".
tomando U =X, V=Y, C=Ay D = B, tenemos
Cov(AX + BY) =Cov(AX + BY ,AX + BY)
= ACov(X)A" + ACov(X,Y)B"
+BCov(Y,X)A" + BCov(Y)B'.

RESULTADO 1.8. Toda matriz de dispersion es simétrica y semidefinida positiva

DEMOSTRACION. La simetria de la matriz de dispersién es obvia. Para mostrar
que Cov(X) es semidefinida positiva, sea Z = X — E(X), y considere la variable
aleatoria Y = a' Z, para a € R™ un vector arbitrareo. Entonces,

a' Cov(X)a=a' E(X —E(X))(X —E(X))Ta
=E(a" (X —E(X))(X —E(X))"a)
—=E(@'ZZ"a)=E(Y? >0
y por tanto, Cov(X) es semidefinida positiva.

Ahora, suponga que Cov(X) es semidefinida positiva de rango r (r < n). Luego
Cov(X) = BB' donde B € R™*" de rango r. Sea Y vector aleatorio r-dimensional
con E(Y) =0y Cov(Y) = I. Haciendo X = BY, sigue que E(X) =01y

Cov(X) = Cov(BY)=BCov(Y)B' = BB".
Es decir, corresponde a una matriz de covarianza. ([l

RESULTADO 1.9. Sea X wector aleatorio n-dimensional y considere la transforma-
cion lineal Y = AX + b, donde A es una matriz de constantes m xn y b es vector
de constantes m x 1. Entonces

E(Y)= AE(X) +0b, Cov(Y) = ACov(X)AT.

EJEMPLO 1.10. Sea X vector aleatorio n-dimensional con media E(X) = p y
matriz de dispersién Cov(X) = 2. Sea

S=UAU"

la descomposicién espectral de X, donde U es matriz ortogonal y A = diag(A), y
considere la siguiente transformacién

Z=ANYU"(X - p)
de este modo, obtenemos que
E(Z)=0 y Cov(Z)=1.

En efecto, la transformacién Z = £7Y/2(X — p) también satisface que E(Z) =0y
Cov(Z)=1.
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Suponga que Z es una matriz aleatoria m X p cuyas filas son vectores aleatorios
independientes p x 1, cada uno con la misma matriz de covarianza . Considere la
particién

Z' = (Zy,...,Zy),
donde Cov(Z;) = ¥, parai = 1,...,n. Tenemos que

Zy
vec(Z') = S
Z,

y dado que todos los Z; son independientes con la misma matriz de covarianza,
podemos escribir

¥ 0 ... O

T o X ... 0
Cov(vec(Z )= . . . =1,

o 0 ... X

Ahora suponga que llevamos a cabo la transformacién lineal Y = AZ B, donde
A € R B € RP*? son matrices de constantes. Entonces E(Y) = AE(Z)B,
mientras que

vec(Y ') = (A® B )vec(Z"),
de modo que
E(vec(Y ")) = (A® B")E(vec(Z)7).
Lo que lleva a calcular facilmente la matriz de covarianza
Cov(vec(Y ) = (A®@ B")Cov(vec(Z ")) (A2 B™)T
=(A®B")(I,2%)(AT @ B)
=AA" @ B'ZB.

DEFINICION 1.11 (Matriz de correlacién). Sea X = (Xi,...,X,)" vector aleatorio

con media g y matriz de covarianza 3. Se define la matriz de correlaciones como
R = (p;j), donde

COV(Xi,Xj) Oij - 1
= = , ihwj=1,...,p.
{var(Xi) var(Xj)}1/2 V0ii03jj J P
Note que, para 3 matriz de covarianza del vector aleatorio X y con D = diag(o11, ...,
opp) (= diag(X)) podemos escribir

Pij

R=D 22D V2

Cada elemento de la diagonal de R es igual a 1, mientras que sus elementos fuera
de la diagonal estan entre —1 y 1. Ademaés se desprende desde la definiciéon que R
es una matriz semidefinida positiva.

RESULTADO 1.12. Sea X wvector aleatorio p-dimensional con E(X) = p y Cov(X) =
3. Sea A una matriz p X p. Entonces

E(XTAX) =tr(AX) + u" Ap.
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DEMOSTRACION. Tenemos
E(XTAX)=E(trX"AX)=E(trAXX")
—trE(AXX ") =trAE(XX")
—trAS +up') =tr(AX) + u' Ap.
0

Considere el siguiente caso especial: sea Y = X — a, entonces Cov(Y) = Cov(X)
y tenemos

E(X —a)"A(X —a)] =tr(AZ) + (u —a) " A(u — a).

EJEMPLO 1.13. Sea 1,, = (1,...,1)" vector n-dimensional cuyos componentes son
todos 1. Note que, 1, 1,, = n. Considere el vector aleatorio X = (Xi,...,X,)",
entonces

XTX = zn:Xf, 1'X = zn:X
i=1 1=1

De este modo, tenemos
n L n . 1 9
X -X)P =3 XX =X X - n(flTX)
n
=1 =1
T LT L+ T L .
- X X—n(—l X)(—l X) —X'X--x"11"Xx
n n n
1
—x7 (I - fJn)X, Jp=1,17
n

Llamaremos a C = I — %Jn la matriz de centrado. Suponga que X1, ..., X, son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media p y va-
rianza o2. Sigue que,

E(X) :/1’17“ 220'21”,
pues Cov(X;,X;) = 0 (i # j). Por tanto, podemos usar el Resultado (1.12) para
calcular la esperanza de la variable aleatoria,

n
Q=> (X;-X)=X'CX,

obteniendo

E(Q) = o?tr(C) + p*17 C1.

Es facil verificar que
1 1 1
tr(C) = tr (I - 711T) —tr(I)— ~tr(11 ) =n—-1T1=n—1,
n n n
1 1
Cc1-= (I——llT)lzl—flllel—lzo,
n n

de donde sigue que E(Q) = o%(n — 1).

REsuLTADO 1.14. Si X es vector aleatorio n x 1. Entonces su distribucion estd
determinada por las distribuciones de las funciones lineales a ™ X , para todo a € R™.
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DEMOSTRACION. La funcién caracteristica de a ' X es

@, x (t) = E{exp(ita’ X)},
de modo que
¢ax(1) = E{exp(ia” X)} (= ¢x(a)).
Es considerada como una funcién de a, esto es, la funcién caracteristica (conjunta)

de X. El resultado sigue notando que una distribuciéon en R™ estd completamente
determinada por su funcién caracteristica. (I

La funcién caracteristica permite un método bastante operativo para el calculo del
k-ésimo momento de un vector aleatorio X. En efecto,

EXeoX @--0X'), k par,
m ) = e xoxTo 90X ©X), kim
PR 5 par’
9" o(t)
._k k
- oot - ot ‘t:o’ bat;
" p(t)
7k k .
otot” -0t otli—o’ | P

1.3. Independencia de vectores aleatorios

Sea Z = (X T, YT)T con X, Y vectores aleatorios n y ¢-dimensionales, respecti-
vamente. Se dicen independientes si y sélo si

F(z,y) = G(z)H(y),

donde F(z), G(x) y H(y) son las funciones de distribucién de Z, X e Y, respec-
tivamente.

Si Z, X eY tienen densidades f(z), g(x) y h(y), respectivamente. Entonces X e
Y son independientes si

f(z) = g(x)h(y).

En cuyo caso, obtenemos como resultado
f(zly) = g(=).

REsuULTADO 1.15. Sean X eY dos wvectores aleatorios independientes. Entonces
para funciones cualquiera k y T, tenemos

E{n(X)7(Y)} = E{n(X)} E{7(Y)},
st las esperanzas existen.

DEMOSTRACION. En efecto, es facil notar que

E{r(X)r(Y)) = / / (o) ()9 (@) h(y) d dy

~ ([ @@ de)( [ rwhiv)ay)

= E{r(X)}E{7(Y)}.
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1.4. Cambios de variable

Considere la funcién f : R™ — R™, el Jacobiano se define como el valor absoluto
del determinante de Df(x) y es denotado por

J(y = =) = |Df(x)|+ = abs(det(Df(2))),
donde y = f(z). Note que si z = f(y) y y = g(x), entonces tenemos
Jz—=x)=Jz—>y) Jy—x)
Jy —x)={J(x—y)}"
El siguiente resultado presenta una de aplicacién del Jacobiano de una transfor-

macién para obtener la funcién de densidad de una transformacién de un vector
aleatorio.

PROPOSICION 1.16 (Transformacién de vectores aleatorios continuos). Sea X vector
aleatorio n-dimensional con densidad fx(x) y soporte S = {x : fx(x) > 0}. Para
g : S — R"™ diferenciable e invertible, sea y = g(x). Entonces la densidad de Y
estd dada por

fy(y) =Dg™ (y)l+ fx (97 ()
={J(y =)} ' fx(g7 ().
EJEMPLO 1.17. SeaY = AXB,Y € R X ¢ R"9, A € R"*" y B € R7%49,
Entonces
dY = A(dX)B,

vectorizando obtenemos

vecdY = (B' ® A)vecd X,
esto es, DF(X) = B' ® A, por tanto

JY - X)=|B"® Al =|A[1|B[} = |A|}|B[}
1.5. Modelo estadistico

El punto de partida es considerar que los datos observados y son una realizacién de
una variable aleatoria Y cuya distribucién es parcialmente conocida. Asumiremos
que la distribucién de la variable de interés es un miembro de una clase de medidas
de probabilidad definida como

P = {Pg :0 € @},
que es indexada por 8 € ©. El conjunto © es denominado espacio paramétrico.

IDEA. Se desea conocer algunas propiedades de P basado en una (inica) muestra
aleatoria

DEFINICION 1.18. Un modelo estadistico es un par (Y, P), donde Y es el conjunto
de todos los resultados posibles, conocido como espacio muestral.

DEFINICION 1.19. Una muestra aleatoria' Y = (Y1,...,Y,)T es una coleccién de
variables aleatorias independientes, donde cada Y; es distribuida como Py. En este
contexto, n corresponde al nimero de variables aleatorias y es llamado tamano
muestral.

lUsualmente utilizaremos la notacién m.a.(n).
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En la practica, se dispondra de observaciones que son realizaciones de variables
aleatorias independientes Y7,...,Y,. En este caso P es una familia de medidas
producto

Po=P1o® - ®Ppg.
Una muestra aleatoria [ID, Y = (Y7,...,Y,) ", es una coleccién de variables aleato-

rias independientes, donde cada Y; tiene la misma distribucién. Es decir, P; 9 = P19
para todo 1.

Evidentemente, cada Y; tendréd funcién de distribucién acumulada comin, digamos
F'. Si F es conocido, podemos usar calculo de probabilidades para deducir y estudiar
sus propiedades. Sin embargo, en la practica, F' es desconocido, y el objetivo es
tratar de inferir sus propiedades desde los datos. Frecuentemente, el interés es una
funcion no aleatoria de F, tal como la media o su ¢-ésimo cuantil,

E(Y) = /de(y), Yo = F'(q) = inf{y : F(y) > q}.

Las cantidades E(Y'), var(Y) y F~1(q) son llamadas pardmetros, dependen de F y
son generalmente desconocidos.

OBSERVACION. La familia P = {Py : @ € © C R¥} es parametrizada y decimos que
el modelo es paramétrico.”

OBSERVACION. Recuerde que, para A C ), la funcién de probabilidad para el caso
continuo es dada por

Po(A) = /Af(y; 0)dy,

donde f(y;0) es la funcién de densidad de Y. Mientras que para el caso discreto,
tenemos

Po(A) = Po({y}).

yeA
En efecto, usaremos la notacién Py(y) o Po(Y = y) en lugar de Py({y}).

EJEMPLO 1.20. Considere X; ~ Bin(n,#) es decir

plast) = () ora— oy

conn €N, 0e€(0,1)yz; €{0,1,...,n}. Es decir X = {0,1,...,n} y © = (0,1)
(estamos considerando n fijo). De este modo,

P = {Bin(n,0) : 0 € (0,1)}.

n

Ty

EJjEmMPLO 1.21. Suponga que Y = (Y1,...,Y,) " son IID tal que Y; ~ Poi(f), para
i=1,...,n. Aqui

e~ 0vi

Yi-

y y; €{0,1,...}. Esto lleva al modelo estadistico
P = {Poi(0)®" : § € (0,00)}.

2Si k no es entero, decimos que el modelo es no paramétrico.
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Note que la densidad conjunta (asociada a Poi(6)®") es dada por

n e—Gey,; e—neengzl Yi

p(y;0) = H I H?:l ui!

- Y

EJEMPLO 1.22. Suponga Y ~ N,(u, %) con

fly:p, ) = 2n8| 712 exp{ - %(y ) =y - u)}~

En este caso tenemos, Y = RP, mientras que el modelo estadistico es definido como

P={Ny(p,X) : p € R, X > 0}.
EJEMPLO 1.23. Se ha sugerido que el crecimiento (durante siete semanas) de plantas
de soya puede ser descrito por el modelo

Y, =a+ bt + e, t=1,...,7.
Ademas, asumiremos que los errores satisfacen

E(e:) =0, var(e;) = o,
y E(et6,) = 0 para t # 7. De esta manera el modelo para Y = (Y7,...,Y7)T toma
valores en ) = R” y puede ser escrito como:
P ={Pg:E(Y;) =a+btvar(V;) =0? 1<t<T;

0 = (a,b,0°) €© CR* xR, },
Usualmente en este tipo de problemas se asume que la distribucién que caracteriza
los primeros momentos de {¢;} es conocida.
OBSERVACION (Parametrizacién). La parametrizacién usada no es tinica. En lugar
de P = {Py : 6 € O}, podemos escoger

P ={Py:¢c D},
donde § = h=1(¢) para h funcién 1 a 1.
EJEMPLO 1.24. Considere X ~ Exp(A) con densidad
flz; A) = Aexp(—Ax), x>0,A>0.

Tenemos la parametrizacién alternativa, considerando E(X) = 1/\ = p. De este
modo,

1
flx;p) = m exp(—x/p), x>0, >0.

SupPUESTO A0 (Identificabilidad). Para 61,05 € © con 01 # 0. Si las distribuciones
Po, y Po, son diferentes, entonces se dice que el modelo es identificable.

La eleccién del modelo estadistico es esencial para realizar inferencia. Aunque todos
los modelos estan errados, algunos resultaran ttiles y se debera mantener el modelo
tan sencillo como sea posible. Por tanto, una tarea crucial serd evaluar la validez
del modelo propuesto.

DEFINICION 1.25. Una estadistica T es una funcién de la muestra. Es decir,
T:Y—T,

tal que T'(y) = t. Note ademds que T(Y') es una variable aleatoria con funcién de
densidad f(t;6).
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EJEMPLO 1.26. Sean Yi,...,Y, variables aleatorias IID desde N(u,c?). En este
caso,

P={Pg:0=(u0°)c0=RxR,}.
Ahora, considere

n

TY) =YV B(Y)= ST

Tenemos T : R™ — R?, aqui T(Y1,...,Y,) — (T1, Tb).
EJeEmpLO 1.27. Considere la funcién de distribucién empirica

~

FX1, s Xa)@) = (o) = = Y 10X < ),

donde (X1,...,X,)" es una muestra aleatoria desde la distribucién F' (asociado al
modelo P) y I(A) representa la funcién indicadora del evento A. Es decir, tenemos

que F': R™ — R es una estadistica.

OBSERVACION. Un estadistico depende sélo de la muestra. No puede depender de
cantidades desconocidas. Por ejemplo, para poblaciones normales

1
n—1

n

Z(XZ - Y)Q (: TQ))

i=1

— 1<
X=-) Xi(=T), §°=
ni—l ( 1)

son estadisticos para p v o2, respectivamente. Mientras que
1< )
TS = HZ(XZ_IU’) )
1=1
no es un estadistico para o2 pues depende de .

1.6. Familia exponencial

DEFINICION 1.28. La clase de modelos {Py : § € ©} se dice una familia exponencial
1-paramétrica si existen funciones 7(#), b(0) y funciones real valuadas T y h tal que
su densidad adopta la forma

f(x) = exp[n(0)T'(z) — b(0)]h(x), (1.3)
donde z € X C RY. Cuando una variable aletoria tiene la densidad en Ecuacién
(1.3), anotamos X ~ FE(6).

OBSERVACION. El pardmetro 7 := () es llamado pardmetro natural, y

b(a) = Lo [ exp (7)) h(z) d,

corresponde a un factor de normalizacién. Ademas, el modelo estadistico puede ser
escrito como:

P={P,:nel}, I:=n(0), (1.4)
donde el conjunto

['={n:b(n) < oo},

se denomina espacio paramétrico natural. Cuando escribimos la familia de densi-
dades {P,, : n € T'} como en (1.4), decimos que la familia esta escrita en forma
canonica.
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EJEMPLO 1.29. Sea Py 4 Poi(f) con pardmetro de media desconocido. Entonces
x€{0,1,2,...},y
6e=?

p(x;0) = o

1
= —'exp(xlogﬁ —-6), 0>0.
x!

Es decir, Py corresponde a una FE (1-paramétrica) con ¢ = 1, n(0) =log6, T'(z) =
x, b(0) =0y h(z) =1/z

1ES

EJEMPLO 1.30. Sea Py n(n,0), 0 € (0,1) y z € {0,1,...,n}. De este modo,

(s
5

p(x;0)

explzlogf + (n — ) log(1l — 0)]

_ (x) exp [x log (%) +nlog(1 — 0)],

y Bin(n,0) estd en FE (1-paramétrica) con ¢ = 1, () = log(8/(1 —0)), T'(x) = =z,
b(0) = —nlog(1 —0) y h(z) = (7).

OBSERVACION. Note que las funciones n, by T' no son tinicas. En efecto, una manera
alternativa de escribir la densidad de la famila exponencial es, por ejemplo,

f(x) = a(0) exp[n(0)T ()] (z),
donde h(z) > 0y a(f) > 0, representa un factor de normalizacién.

EJeEmpPLO 1.31 (contraejemplo). Sea P la clase de distribuciones exponencial de
dos pardmetros, digamos Exp(1, ), esto es con densidad

f(z) = exp[—(z = O)jg,oc)(x), OER.
Esta familia no pertenece a la clase FE.?

Suponga ahora que X1, ..., X, son variables aleatorias IID con distribucién comun
Py en la FE 1-paramétrica y § € ©. De este modo,

f(z) Hexp — b(0)]Pa(a;)

:exp[ ZTmZ —nb(f ]

= eXP[n(9)T(”) () = b (0)]h(x

’:]:

h(z:)

—_ =

T () = ZT(%), b (0) = nb(h),  h(z) = H h(z;).  (1.5)

Es decir, la distribucién conjunta de X = (Xj,... ,Xn)T también pertenece a la
FE 1-paramétrica.

3El factor I{9,00) (%) no puede ser escrito en la forma exponencial.
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REsuLTADO 1.32. Si X estd en la FE 1-paramétrica. La funcion generadora de
momentos de T(X) es dada por

My (s) = exp[b(s +n) — b(n)],
para s en una vecindad de cero.

DEMOSTRACION. Para obtener la MGF de T'(X), debemos calcular
My (s) = E{exp(sT'(x))} = /X exp(sT (x)) exp(nT () — b(n))h(x)dz
= [ explls + T (@) ~ bnh(a) d

— explb(s + 1) — b(n) /X expl(s + m)T(x)) — b(s + m)]h(z)dz
= exp[b(s +n) — b(n)].

La funcion generadora de cumulantes esta definida como
Kr(s) = log Mr(s),
y permite obtener los cumulantes de T,
r
Ko = dd7KT(s) o
En particular las primeras dos derivadas de Kp(s) asumen la forma,
Kp = Mp/Mp,  Ki=[MrMf — (Mg)?]/MZ,
y evaluando en s = 0, lleva a los primeros cumulantes:

w1 = E(T), kg = E(T?) — (E(T))? = var(T).

Para la familia exponencial, sigue que la funcién generadora de cumulantes para T
es dada por:

Kr(s) =b(s+n) —b(n).

RESULTADO 1.33. Sea X una variable aleatoria perteneciente a la FE 1-paramétrica.
De este modo,

E(T) =0b'(n),  var(T) =b"(n).

DEMOSTRACION. Basta notar que

E(T) = S Kr(s)| =W+ )],y =)
(1) = Lo Kn(s)| = s )], = V()




1.6. FAMILIA EXPONENCIAL 15

Para una muestra lID, X3, ..., X,, y usando el Resultado 1.33 sigue inmediatamente
que (ver Ecuacién (1.5))

B (X)) =E (Y T(X) =

i=1 i

var(T™ (X)) = var (Z T(Xi)) = var(T(X,)) = nb"(9).
i=1 i=1

E(T(X,)) = nb/(6)

n n

Sea p = E(Y), es decir, tenemos una transformacién® 1-1 entre @ y el pardmetro de
media

= p(0) =0v'9),
pues n = n(#). Ademés, conforme 6 varia en ©, tenemos que p(6) es conocida como
funcidn (o superficie) de esperanza.
Cuando Y ~ FE(f) con funcién generadora de cumulantes b(-), tenemos p(f) =
b'(0). Podemos parametrizar la densidad f(y) en términos de p. De este modo,
haciendo 6 = 0(u), sigue que

du
var(Y) = 70) = g |y g,y = V)

donde V(1) es llamada funcién de varianza de Y.

DEFINICION 1.34. La familia de distribuciones {Pg : @ € ©} con © C R¥, se dice
una familia exponencial k-paramétrica si existen funciones 71(0),...,75(0) y b(0)
y funciones real-valuadas 11, ..., Tk, h tal que la densidad puede ser escrita como

f(x;0) = exp[n' ()T (x) — b(O)]h(x), xcX CRP,
donde n(8) = (11(0),..., (@) y T(x) = (Ty(x),...,Tp(z))".
EJEmpPLO 1.35. Suponga Py 4 Ni(p,0?),

0 = {(n,0%) : p € R,0* > 0}.

La densidad de Py puede ser escrita como

_ 1/x—pN\2
0 - 2 ’ 1/2 {_ 7( ) }
f(xz;0) = (2707) exp 505
2 2
_ px xm E(M 2)}
= exp {—02 592 3\ g2 + log 27o
De este modo,
_ M _ 1 _ _ .2
m@) =35, m0)=-55, Th)=z Diz)=2,

y b(0) = 3(u?/0? +1og 2m0?), h(z) = 1. De este modo, Nq (i1, o) corresponde a una
FE 2-paramétrica.

EJjEmMpPLO 1.36. Considere la funciéon de probabilidad
p(x:0) = 61" (m)9£2(z)9§3(‘”),

con
17 €r = j7
i(z) =
0, en otro caso,

4suave y estrictamente convexa
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para j = 1,2, 3. Asi podemos escribir
p(z;0) = exp[l1(z)log 01 + I2()log O + I3(x) log 03],
es decir X pertenece a la FE. Sin embargo,
Li(z) + I(x) + I3(x) = 1.
Por tanto, la familia no es estrictamente 3-dimensional. Considere
p(z;0) = exp[l1(x)log 01 + I2(x)log b + (1 — I (x) — Iz(x)) log 03]
= O3 exp[I1(x)(log 61 — log03) + Iz(x)(log Oy — log 63)].

Sea 03 =1 — 01 — 05, sigue que

o ! b2
Finalmente, tenemos que X pertenece a la FE (2-paramétrica) con
0;
T (z) = Ii(z), Ta(z)=Is(x), n,=log (m), r=1,2,

y b(0) = —log(l — 01 — 62), h(xz) = 1.

OBSERVACION. Evidentemente, resulta ficil extender los Resultados 1.32 y 1.33.
En efecto,

My (s) = Elexp(s' T)] = exp[b(n + s) — b(n)], Kr(s)=bn+s)—b(n),
Yy
: . 2
E(T(X)) = b(n) = 32(]7” Cou(T(X)) = () = m

En aplicacién de regresién,” es ttil considerar una definicién alternativa de la fa-
milia exponencial, incluyendo un parametro de dispersiéon. Considere la siguiente
definicién

DEFINICION 1.37. Se dice que Py, sigue una familia exponencial con pardmetro

de escala ¢ > 0, si la funcion de densidad de un vector aleatorio n-dimensional
Y = (Y1,...,Y,) " es dada por:

f(y:0,0) = explop{y "0 —b(0)} + c(y, d)], (1.6)

donde b(-) y ¢(-, ) son funciones apropiadas, 8 = (01,...,6,)" denota el pardmetro
natural (6 € © C R™).

El pardmetro de dispersiéon ¢ > 0 usualmente es considerado un pardmetro mo-
lesto y cuando un vector aleatorio tiene la densidad dada en (1.6), anotamos
Y ~ FE(0, ¢).

OBSERVACION. Cuando ¢ es desconocido, se suele indicar que el modelo est4 en la
familia de dispersion exponencial (Jorgensen, 1997).

EJEMPLO 1.38. Suponga Y ~ N, (p, 3). Tenemos que su funcién de densidad puede
ser escrita como

flyim, ) = 2m) P28 exp{-L(y — ) "= (y — p)}
=exp{y ' p—pTS  n—y Sy — Llog 273},

5En particular en modelos lineales generalizados (GLM)
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de este modo, el pardmetro natural es @ = X' y b(6) = %OTEO, mientras que
c(y, ®) = —3(y" Py —log[27®']).
EJeEmMPLO 1.39. Usando que
Yy T ly=tr T lyy " = (vecyy ') vee T,
podemos escribir Y como un miembro de la familia exponencial, considerando
T (Y)=Y, T(Y)=YY'", n,0)=%"'nu, n,0)=vecE L
Las siguientes clases de distribuciones pueden ser caracterizadas mediante transfor-

maciones de vectores aleatorios.

1.7. Familia de posicion-escala

Considere U una variable aleatoria con funcién de distribucién F. De este modo,
la variable
X=U+a,
tiene funcién de distribucién
P(X <z)=F(z—a),
para F fijo y a € R tenemos que X corresponde a la familia de posicién. Anéloga-
mente la familia de escala es generada por la transformacion
X =bU, b>0,
en cuyo caso,
P(X <z)=F(x/b), b>0.
Esto lleva a la siguiente definicién
DEFINICION 1.40. Sea U una variable aleatoria con funcién de distribucién acumu-
lada fija F'y considere la trasnformacién

X =a+bU, a€R,b>0.

Tenemos

T—a
P(ng):F( - )
De este modo, X es conocida como familia de posicion-escala.
Usualmente asociado a F' tenemos una funciéon de densidad f, dada por

o= (5 =1 (5 - (552).

EJEMPLO 1.41. Algunas familias de posicién-escala corresponden a:
e Normal, N(a, b?):

o = Yrr {35

e Laplace (doble exponencial), Laplace(a, b):
oy A ly —al
fyia.b) = 5 exp{ - L1
e Cauchy, Cauchy(a, b?):

fy;a,b) =

b 1
T (g a)?
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e Logistica, Logistica(a,b):
1 e—(y—a)/b
fly;a,b) = b0t e warby?
e Exponencial de dos pardmetros, Exp(a, b):

Flya.b) = 3 exp{~(x — )/b).

1.8. Familia de distribuciones de contornos elipticos

Esta clase de distribuciones es ampliamente utilizada en modelamiento estadisti-
co desde la perspectiva de robustez, y corresponde a una extension natural de la
distribucién normal multivariada asi como de la familia de posicién-escala. Para
introducir ideas, primeramente revisaremos algunas definiciones de la normal.

DEFINICION 1.42. Un vector aleatorio p-dimensional, X tiene distribucién normal
con vector de medias g € RP y matriz de covarianza Cov(X) = 3 > 0 si y s6lo
si, para todo vector t la variable aleatoria (uni-dimensional) t" X es normal y
escribimos X ~ N, (u, X).

Note que en la definicién anterior no se ha hecho supuestos respecto de la indepen-
dencia de los componentes de X.

DEFINICION 1.43. La funcién caracteristica de X ~ N,(u,X) estd dada por
ox(t) = exp(it " p — %tTZt).
Podemos derivar la funcién caracteristica de X ~ N, (p, 3) desde la normal univa-

riada notando que Y =¢' X tiene media y varianza dadas por, \=E(Y)=t"py
0% =var(Y) =t 3t > 0 y tomando

Py (t) = ¢ x (1) = exp(iX — 20%) = exp(it ' p — 1tT =¢)

Como un caso particular tenemos que la funcién caracteristica para Z ~ N, (0,021 },),
es

p
pz(t) = exp(—30°t"t) = [[exp(—30°t]) = [[ ¢z (1)
i=1 i=1
y de este modo, se tiene que

Z ~N,(0,0%I,) <= Zi,...,Z,1ID N(0,0?).
RESULTADO 1.44. Suponga X ~ N,(u,X) y considere la transformacién lineal
Y = AX + b,
donde A € R™*P con rg(A) = m. Entonces Y ~ N,,(Au+b, AZAT).

DEMOSTRACION. Para mostrar el resultado usaremos la funcién caracteristica de
X. Note que

E{exp(it'Y)} = E{exp(it ' (AX + b))}
exp(it " b) E{exp(it' AX)}.

oy (t)

Sea h =t" A, entonces
oy (t) = exp(it ' b) exp (ihTu - %hTEh) = exp(it " b) exp (itTAu - %tTAEATt)
=exp (it (Ap+b) — LtTAZATE).
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d

RESULTADO 1.45. Si X ~ N,(u,X) y X es definida positiva, entonces la densidad
de X es

f(@) = 272" exp{—§(z — ) =7 (@ — w)}.

DEMOSTRACION. Sea Z1, ..., Z, variables aleatorias 11D N(0,1). Entonces la den-
sidad conjunta de Z = (Z1,...,2,)" es

p

F(z) = []@m) 72 exp(—2}/2) = (2m) 772 exp(—3]|2]1%).

i=1

Considere X = u+BZ con p € RP y 3 = BBT, con B matriz de rango completo.
Entonces, tenemos la transformacién inversa

Z=g"'(X)=B" (X —p)
ydZ =dg '(X) =B 'd X, con matriz jacobiana Dg=*(X) = B™!, como
IDg~'(X)|+ = |B|"' = BB |72,
obtenemos
f(z) = |Dg™ ! (@)|+ fz(g7" (x))
=(@2r) P2 BB ?exp{i(x — p)"B" "B (z — p)},
notando que ¥ 7! = B 'B! sigue el resultado deseado. (I

EJEMPLO 1.46. Sea X ~ N3(0,3) donde
_(t r
E_<p 1), -1<p<l1.
A continuacion se presenta la funcién de densidad para los casos p = 0.0,0.4 y 0.8.
Note que la funcién de densidad es constante sobre el elipsoide en RP
(@ —p) =7 (@ —p) =k,

para todo k > 0. Este elipsoide tiene centro p, mientras que 3 determina su forma
y orientacion.

DEFINICION 1.47. Sea U vector aleatorio p x 1 con distribucién uniforme sobre el
conjunto

Sp={z € R”: |lz|| = 1},
la superficie de la esfera unitaria en RP, y anotamos

U~ U(S,).

La siguiente definicién establece una relacion entre la distribucién normal y la
uniforme sobre la esfera unitaria

PROPIEDAD 1.48. Si Z1,. .., Z, son variables aleatorias IID con distribucién N(0, 1),
entonces U = (Uy,...,U,)", definido como
_ Z
4

tiene distribucién uniforme sobre la esfera unitaria S,.
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////I!\\
|
1

b
\

(b) p=10.4

(d) p=0.0 (e) p=04 (f) p=0.8

Figura 1. Densidad de X ~ N3(0,X) para p = 0.0,0.4 y 0.8.

El resultado anterior es muy relevante pues permite definir la densidad de un vector
aleatorio U ~ U(S,) y ofrece un procedimiento muy simple para generar observa-
ciones sobre la esfera unitaria. Considere el siguiente grafico,

(a) Esfera unitaria (b) Datos simulados

Figura 2. Esfera unitaria y datos generados sobre la superficie Sp.

DEFINICION 1.49. Un vector aleatorio p x 1, X se dice que tiene simetria esférica
si para cualquier Q € O,, sigue que

Qx 2 x.

EJEMPLO 1.50. Sea U ~ U(S,), entonces es bastante obvio que QU iU,



1.8. FAMILIA DE DISTRIBUCIONES DE CONTORNOS ELIPTICOS 21

DEFINICION 1.51. Un vector aleatorio p-dimensional tiene distribucién esférica sélo
si su funcién caracteristica satisface

(a) p(Q"t) = ¢(t), para todo Q € O,.
(b) Existe una funcién ¢(-) de una variable escalar tal que @(t) = ¢(t't).

En este caso escribimos X ~ S,(¢).
EJEMPLO 1.52. Sea X ~ N,(0,I), tenemos que
o(t) =exp{—2(t] +---+12)} =exp(—1t't).

RESULTADO 1.53. Sea 9(t't) la funcion caracteristica del vector aleatorio X . En-
tonces X tiene representacion estocdstica

X 2 RU,
donde U ~ U(S,) y R ~ F(X) son independientes.

RESULTADO 1.54. Suponga que X LRU ~ Sp(¢) (P(X =0) =0), entonces
X

2 dypu
X

| X || v X/||X|| son independientes.

a

d
X = R,

Ademds

DEFINICION 1.55 (Distribucién de contornos elipticos). Un vector aleatorio p x 1,
X tiene distribucién de contornos elipticos con pardmetros p € RP y 3 > 0, si

XLpu+BY, Y ~Si(9),

donde B € RP** es matriz de rango completo tal que, BB' = X con rg(X) = k.
En cuyo caso escribimos X ~ EC,(p, 35 ¢).

OBSERVACION. La funcién caracteristica de X ~ EC,(u,3;¢) es de la forma:
p(t) = exp(it" p)o(t" St).
Note ademas que la representaciéin estocastica de X es dada por
X <+ RBU,
donde R > 0 es independiente de U y BB =%.

DEFINICION 1.56. Se dice que el vector X tiene distribucién de contornos elipticos
si su funcion de densidad es de la forma

fl@) =2 g((x —p) "= (@~ p), xR,

donde g : R — [0,00) es funcién decreciente, llamada funcidn generadora de densi-
dad, tal que:

/ uP/* L g(u) du < co.
0

OBSERVACION. Asuma que X ~ EC,(u, X; ¢) con rg(X) = k. Entonces,
_ d
QX)) =(X —p)'S7 (X —p) = R,

donde ¥ es una inversa generalizada de X.
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EJEMPLO 1.57 (Distribucién ¢ multivariada). La funcién generadora de densidad
de un vector aleatorio con distribucién ¢ multivariada asume la forma

r(42) ( E) ~(v+p)/2

T(5) (o2

En cuyo caso escribimos, X ~ ¢,(u,X,v). Para esta distribucién, tenemos que
R*[p~Fp,.

g(u) = v > 0.

EJEmPLO 1.58 (Distribucién Exponencial Potencia). Para la distribucién Expo-

nencial Potencia (Gémez et al., 1988), la funcién generadora de densidades es dada

por

po(B)n 0
9 =507 )21t 5

y es usual utilizar la notacion X ~ PE,(p,3, ). En este caso tenemos que la

variable aleatoria positiva R tiene densidad

exp(—u’/2), A> 0.

h(r) = % Pl exp(—rQ/\/Q), r > 0.

EJEMPLO 1.59. En la siguiente figura se presenta la densidad asociadas a las si-
guientes funciones g:

Normal: g(u) = ¢1 exp(—u/2).

Laplace: g(u) = o exp(—+v/u/2).

Cauchy: g(u) = c3(1 4 u)~P+H/2,

Exponencial potencia (PE): g(u) = ¢4 exp(—u’/2), A = 2.

DEFINICION 1.60 (Distribucién de mezcla de escala normal). Sea p € RP, 3 matriz
p X p definida positiva y H funcién de distribucién de una variable aleatoria positiva,
W. Entonces, se dice que el vector aleatorio X sigue una distribucion de mezcla de
escala normal si su funcién de densidad asume la forma

flx) = |27r2]|71/2 /OO wP/? exp(—wu/2) dH(w),
0

donde u = (& — p) "B~ (x — p) y anotamos X ~ SMN, (g, I; H).

Esta familia de distribuciones ha sido frecuentemente sugerida como una intere-
sante alternativa para producir estimadores robustos, manteniendo la elegancia y
simplicidad de la teoria de méxima verosimilitud.

EJEMPLO 1.61 (Distribucién Slash). Un vector aleatorio X tiene distribucién Slash
si su funcién de densidad es de la forma:

1
flx) :u(zw)—wﬂzrl/?/ wP L exp(—wu/2) dw.
0

En este caso, tenemos que h(w) = vw”~!, para w € (0,1) y v > 0. Es decir,
W ~ Beta(v, 1).

OBSERVACION. Un vector aleatorio X ~ SMN,, (i, 3; H) si admite la representacién

xX<p+wrz,
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os

00

(¢) Cauchy (d) PE,x=2

Figura 3. Funciones de densidad del vector X ~ EC5(0, I; g) para
las distribuciones normal, Laplace, Cauchy y exponencial potencia
con A = 2.

donde Z ~ N,(0,3) y W ~ H(d) son independientes. Equivalentemente, podemos
utilizar la estructura jerarquica:

X|W ~ N,(p, X/w), W ~ H(9d).
Por ejemplo, un vector aleatorio X ~ t,(u, X, v) puede ser caracterizado como:

X|W ~ N,(p, X/w), W ~ Gamma(v/2,v/2).

1.9. Algunas distribuciones asimétricas

La clase de distribuciones elipticas no permite manipular situaciones en que los
datos presentan algiin grado de asimetria. Existen diversas alternativas que permi-
ten modelar este tipo de datos. A seguir, mencionaremos brevemente dos de tales
opciones.

Mezclas normales de media-varianza. Decimos que un vector aleatorio X
tiene distribucién de mezcla normal de media-varianza si admite la representacién:

X<pu+Wy+W'V2B2Z,

donde Z ~ Ng(0,I), W es variable aleatoria positiva independiente de Z y ¥ =
BB'.
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Es féacil notar que
X|W ~Ny(p+Wr, WX), W ~ H(v).

Detalles de esta clase de distribuciones pueden ser hallados en Barndorff-Nielsen et
al. (1982).

Distribucién skew-normal. Una segunda alternativa muy popular para el
modelamiento de datos asimétricos fue introducida por Azzalini y Dalla Valle
(1996), quienes consideraron un vector aleatorio X € RP con funcién de densidad,

f(x) = 2¢,(2;6,Q)0(v " (z - 9)),
donde
p(a; 8, Q) = (2m) 77|97 exp(—u/2),
es la funcién de densidad de una distribucién normal p-variada, N, (d, 2), ®(-) es la
funcién de distribucién acumulada de N1(0,1) y u = (& —8) Q' (z — &) ~ x%(p),
con § € RP denotando un vector de posicién, €2 > 0 siendo matriz de escala p X p,
mientras que v € RP representa el parametro de asimetria, y usamos la notacién
X ~ SN, (9,9, 7). Es posible mostrar que,
2 2

E(X)—5—|—\/;n, Cov(X):Q—;rm ,

con n = Q3§/+/1++TQ~. Diversos autores (ver por ejemplo, Liu, 2004) han ex-
tendido esta clase de distribuciones usando la familia de contornos elipticos.



Capitulo 2

Elementos de Inferencia

2.1. Suficiencia
Considere X, ..., X, variables aleatorias IID desde Exp(#), de este modo
n n
flxz;0) = H@exp(—@xi) =0"exp ( - 02@-) = 0" exp(—0OnT).
i=1 i=1

Es decir, para esta densidad conjunta sélo necesitamos conocer el tamano muestral
y la media muestral.

IDEA. Hemos reducido la informacién contenia en las n variables a una tnica
estadistica T(X1, ..., Xp).

Note que T': X™ — R reduce una colecciéon de n observaciones a un tinico nimero y
por tanto no puede ser inyectiva. Es decir, en general T'(X1, ..., X,,) provee menos
informacién sobre 6 que (X1,...,X,).

Para algunos modelos una estadistica T serd igualmente informativa sobre 6 que
la muestra (X1, ..., X, ). Tales estadisticas son llamadas estadisticas suficientes (es
suficiente usar T en lugar de (X1,...,X,)).

DEFINICION 2.1 (Suficiencia). Sea X7,..., X, variables aleatorias IID desde el mo-
delo {Py : 0 € ©}. Una estadistica T : X™ — R se dice suficiente para 0, si

P(X1 S L1y - 7Xn S $7L|T = t),
no depende de 6, para todo (z1,...,7,)" € R" y todo t € R.

EJEMPLO 2.2. Suponga Xi,..., X, variables aleatorias 1ID desde Ber(f), donde
0 € (0,1). Aqui X = {0, 1} mientras que © = (0, 1). Considere

T = ZX
=1

sus valores son denotados como ¢ € 7 = {0,1,...,n}. Ahora, note que la distribu-
cién conjunta de X1, ..., X,, es dada por

p(a;0) = [J o7 (1 —0)' =" = o=iame(1 — gy =iz,
=1

Por otro lado, sabesmos que
T ~ Bin(n,0),
con probabilidad

p(t,0) = CZ) ft(1 — o) .

25
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De este modo,

P(X) =1,.... Xp =2, T =1
P(Xy = 1y Xy = 2T = t) = L= 0 i )

P(T =1t)
_ PN Xs=a}n{T'=t}) PXi=a21,.... X, =1)
B P(T =t) B P(T =t)

B 621 % (1 — @)~ iz % 1

(Hera—er—t  — (})
Es decir, conocer (X1,...,X,) ademds de conocer T'(Xj,...,X,) no anade infor-
macién sobre 6.

TEOREMA 2.3 (Factorizacién de Fisher-Neyman). Suponga que Xi,...,X,, tiene
densidad conjunta f(x;0), @ € ©. Una estadistica T : X™ — R es suficiente para
0 si y solo si, existe g:Rx 0O >R yh: X — R tal que

flx;0) = g(T(x1,...,2,);0)h(x).
DEMOSTRACION. En Casella y Berger (2002, pag. 276), se presenta una demostra-

cién para el caso discreto. En el caso continuo una prueba usando Teoria de la
Medida es dada en Lehmann (1986, pdg. 54). ]

EJEMPLO 2.4. Sea X = (X1,...,X,,) " variables IID desde una distribucién Geo(6).
De este modo, la densidad conjunta asume la forma:

pa;0) = [J 601 —0)" = 0m(1 - 6)=i= ",
=1

para z; € {0,1,...}. Aplicando el resultado anterior con
g(T(2);0) =0"(1— )™ hz)=1,
sigue que T'(z) = > | X; es estadistica suficiente.

EJEMPLO 2.5. Sea X1,..., X, una m.a.(n) desde U(a,b) con 8 = (a,b)" (a < b).
La densidad conjunta es dada por:

fleiad) = 115= Ton(@) = =g Ko@)

Ahora,

HI[a,b](xi):l — a<x;<bh, Vi

<— a< (1) < T(n) <b.
Es decir, podemos escribir la densidad conjunta como
1

f(z;a,b) = b—ar Tia,00) (@) (—00,8) (T (n))-

De este modo, T'(X) = (X(1), X(n)) es suficiente para (a,b).

OBSERVACION. Sea X7, ..., X, variables aleatorias IID desde FE(#). Tenemos que,

f(@:0) = exp | 3 T(X0)n(6) = nb(0)| ().
i=1

Es decir, >_1" , T(X;) es estadistica suficiente para 6.
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Si T'(x) es un estadistico suficiente para 6, entonces cualquier estadistico U que es
una funcién 1 a 1 de T es suficiente para 6. Adicionalmente, considere T' suficiente
para 6 y suponga V una funcién de T'. Entonces, V no es necesariamente suficiente
para 6.

EJEMPLO 2.6. Considere X ~ N(6,1) con 6 € R. Entonces X es suficiente para 6,
mientras que T' = | X| no es suficiente.

DEFINICION 2.7. Un estadistico suficiente T', se dice minimal, si entre todos los
estadisticos suficientes, este provee la mayor reduccién de informacién posible.

En el siguiente resultado se presenta la técnica de Lehmann y Scheffé (1950) para
determinar estadisticas suficientes minimales.

RESULTADO 2.8. Sea f(x;0) la densidad conjunta de la muestra X = (X1,...,X,)".
Suponga que T es una estadistica suficiente, tal que para dos puntos cualquiera x

ey € X" la razén f(x;0)/f(y;0) no depende de 0 si y sélo si T(x) = T(y).
Entonces T'(x) es suficiente y minimal para 0.
DEMOSTRACION. Considere K el conjunto de todos los pares (x,¥y) para los que
existe k(x,y) > 0, tal que

f(x;0) = k(z,y)f(y;0), VOeO.

Sea S una estadistica suficiente arbitraria y suponga el par (x,y) tal que S(x) =
S(y). Por el teorema de factorizacion, sigue que

f(x;0) = g(S(x),0)h(x),  f(y;0) =9(S(y),0)h(y).

De esta manera, -
h(x
f(z;0) = @f(yﬁ)

Es decir, (z,y) € Ky T(x) = T(y) lo que indica que T es una funcién de S. O

EJEMPLO 2.9. Suponga X7,..., X, variables aleatorias 11D N(yu,o?), donde p y o
son desconocidos. Sea x e y puntos muestrales y considere T, s2, 7, SZ las medias y
varianzas correspondientes a las muestras @ e y. Entonces,

Flai0?) _ (2ro) 2 expl—ghs S (@1 - 1)

fysn0?)  (2ro)~"/2 exp{—5mz >oiy (yi — 1)?}

_ (2r0) 2 expl g (@ — ) + (0 — D)2}
(2m0)~"/2 exp|— 5oz {n(y — )2 + (n — 1)s2}]

= exp [%{—n(fz — ) 4 2nu(T —7) — (n— 1)(s2 — 512/)}]

Esta razén no dependerd de uy o2 siy sélosiT =73 y s2 = si. De este modo,
2
,0°).

(X, 5?) es estadistica suficiente y minimal para (u
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EJEmPLO 2.10. Considere X1, ..., X, una muestra aleatoria desde FE(#). Sabemos
que T,,(X) = > | T(X;) es estadistica suficiente. Suponga muestras e y, en
este caso tenemos que:

f(@:0) _ exp{Tu(@)n(6) — nb(6)}h(z)

w0 exp{Tu(y)m(6) - nb(0)}h(y)

:ﬁ(w) exp|{T,(x) — T, 0
) pP{Tn(x) — Tn(y)}n(0)],

que es independiente de 6 cuando T),(x) = T, (y). Por tanto, T,,(X) = >, T(X;)
es estadistica suficiente minimal.

2.2. Funcion de verosimilitud

Para motivar ideas, suponga X1, ..., X, variables aleatorias IID desde una funcién
de distribucién desconocida G(z). Asumiremos que G(z) corresponde al modelo
estadistico verdadero (o verdadera CDF). Ademds, sea F(x) un modelo arbitrareo
(el modelo asumido). Supondremos también que asociadas a G(z) y F(z) tenemos
funciones de densidad g(z) y f(z), respectivamente.

IDEA. Se desea determinar la bondad del modelo asumido f(x) en términos de su
cercania con el modelo verdadero.

La informacién de Kullback-Leibler (KL) entre las funciones de densidad g(z) y
f(x) es dada por:*

I(g: f)= /log <?Ez)))g(x) dz = E¢ {10g (?((i;)}

Propiedades de la informacién KL (o divergencia):

(a) I(g: f) = 0.
(b) I(g: f) =04 g(z) = f(x) (casi en toda parte).

EJEMPLO 2.11. Suponga que G'y F estdn dadas, respectivamente por N(6,¢?) y
N(u,0?%). Entonces,

Ecl(X — ) = Ecl(X —0+6 — p)?]
— EGl(X — 0)2+2(X — 0)(0 — ) + (0 — )’
— EGl(X — 0)2]+ (0 — w)? = 6% + (0 — )?
Ahora, para

f(a) = (ro?) 2 exp { - S (TL) )
sigue que

_ 1 2 L _ 2
Ec(log f(z)) = Eq [— 5 l0g 210" — o5 (X — p) }
_ 1 2 1 10 2
= 2 log2m0? — (67 4 (6 )
mientras que (basta notar que Eg[(X — 0)?] = ¢?):

1 1
Ec(logg(z)) = ~3 log 2m0? — 3

I'En ocasiones anotamos I(G : F) = Jlog(g/f)dG.
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De este modo, la informacién KL del modelo f(x) con respecto a g(x) asume la
forma:

I(g: f) = Ea(logg(z)) — Eg(log f(z)) = 1{1 ez T W - 1}

OBSERVACION. Note que el cdlculo de la informacién KL puede no ser factible pues,
en general, la distribucién g no es conocida.

Ademas, como
9(x)

1g: f) = Ea log 5| = Ecllogg(+)] — Eqliog £ (x)

para comparar distintos modelos competitivos basta considerar solamente el segun-
do término, el que es llamado log-verosimilitud esperada.

Claramente, mientras mayor sea este valor, mejor serd el modelo (serd més cercano

g). Ademas,
Ec[log f(x)] = / log f(x) dG(x),

aun depende de la verdadera distribucién. Sin embargo, podemos obtener un buen

estimador usando en la CDF empirica CA?n basada en los datos observados X1, ..., X,.
Es decir,
Eg [log f(x)] = /log f(x)dG,, Zgn ;) log f(;) = Zlogf ;).

En efecto, de acuerdo a la Ley de los grandes nimeros,

]. i n o0
~ > _log f(wi) == Egllog f(x)).
i=1
Esto lleva a la definicién.

DEFINICION 2.12 (Funcién de verosimilitud). Para una observacién x fijada de un
vector aleatorio X con densidad f(-;8). La funcién de verosimilitud
L(;x): 0 — Ry,
es definida como
L(6;x) = f(x;0), 0co.

OBSERVACION. La verosimilitud corresponde a la densidad conjunta de los datos
que se desea analizar.

EJEMPLO 2.13. Sea Xi,...,X, variables aleatorias 11D con distribucién N(6,1).
Entonces,
n 1 n
L(6; = 2 —1/2 -4 i_92 =(2 —n/2 {—* i—92}
(0; ) };[1( m) " exp{ = 5z — 0)°} = (2m) " 2 exp 2;@ )
x exp{ - 1i(gc - 9)2}
2 Z .

Ahora,
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pues Y., (z; — T)(T — 0) = 0. De este modo,

n

L(0;x) o exp { - % [Z(azi —7)? (T — 9)2} }

i=1
X exp { - g(f— 9)2}.
Es decir, L(0; x) es proporcional a una densidad N;(Z,1/n).
Es conveniente usar la funcién de log-verosimilitud dada por
0(0;x) =log L(0;x) = log f(x;0).
Note también que para 6 € O fijado,
Le;Xx), vy U6;X),
corresponden a variables aleatorias.
EJEMPLO 2.14. Sea X ~ N(6,1) y Y ~ N(26,1) independientes. Entonces,
00;X) = —% log 27 — %(X —0)?,
de este modo, la variable aleatoria
—20(0; X) —log2m = (X — 6)% ~ *(1).

Anélogamente,

1

0(0; X,Y) =log f(X;0) +1og f(Y;0) = —log 2 — %(X —0)? 2(Y —20)2.

Es decir,
—20(0; X) — 2log 2m ~ x*(2).

OBSERVACION. Considere dos conjuntos , ¢y independientes, con densidades f1(x; 0)
y fa(x;0) que comparten un pardmetro comun 8. Entonces la verosimilitud de los
datos combinados es:

L(B) = fl(ili, B)fg(w, 0) = L1(0)L2(0)
Ademis, la funcién de log-verosimilitud
6(0) = IOg L1(0) + lOg L2(0) = 51 (0) + 62(0)

El caso més simple, es para una muestra de vectores aleatorios |ID. En cuyo caso,
tenemos

n

Ln(0) =[] f(@i:0), v  a(6)= Zlogf(xi;ta) = Zme).

=1

El siguiente lema permite justificar que aquél valor de 8 que se ajusta bien a los
datos = debe maximizar L(0;x).

LEMA 2.15 (Principio de verosimilitud). Sea 8¢ el pardmetro subyacente (o verda-
dero). Entonces,

Eo, {€(0; X)} < Egp,{£(80; X)}, V8,0 c 0.
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DEMOSTRACION. En efecto,?

Eg, {log f(x:00)} — Egy {log f (2;0)} = — By, {log M}
[z

10)\ _ f(x6) .
> —log By, {m} —log/mf(m,eo)dw

= log/f(ac;e)dw =logl=0.

2.3. Funcién score e informaciéon de Fisher
A continuacién definimos cantidades que surgen a partir de la log-verosimilitud.

Considere los siguientes condiciones de reqularidad

SUPUESTO Al. Las distribuciones {Py : @ € O} tienen soporte comin, de modo que
el conjunto

A={x: f(x:0) >0},
no depende de 0.

OBSERVACION. Distribuciones pertenecientes a la FE satisfacen la condicién ante-
rior.

EJEMPLO 2.16 (Contraejemplos). Considere X ~ U(0,6), con 6 € (0,00) cuya
densidad es

F(:60) = 5 Toa (@)

También la familia de distribuciones exponencial con dos pardmetros Y ~ Exp(a, b),

f(y;aab):%exp(fL;a)>I[a,oo)(y)a a,b>0.

SUPUESTO A2. El espacio paramétrico © C RP es un conjunto abierto.

SUPUESTO A3. Para todo x € A la funcion de log-verosimilitud es 3-veces conti-
nuamente diferenciable con respecto a @ = (01,...,0,)"

DEFINICION 2.17 (Funcién score). Suponga las condiciones Al a A3 para todo
x € A, se define la funcidn score como el vector de derivadas parciales de la log-
verosimilitud

. 0UB;) 0L(0;x) ol(0; )\ T
UG:z) = =59 _( 20, 0 08, )

SUPUESTO A4. Suponga que existen funciones integrables Fy(x), Fa(x) y H(x) tal
que

/H(a:)f(:c,@) de < M,

2Recuerde que, para h convexa E(h(Y)) > h(E(Y)).
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para M € R un valor apropiado y que se satisface

lalogf(w;O) ’3210gf(w;0)

09; 20,00, | < 2@

\ < Fy(a),
23 log f(x; 0)
06,00;00,

Esta condicién implica que podemos intercambiar las operaciones de integracién y
diferenciacién. Por ejemplo,

0 0
a—gAf(m;O)dw:/q%f(w;H)dm.

RESULTADO 2.18. Bajo las condiciones A1 a A/, tenemos
Eo{U(6; X)} =0, VO eo

‘<H(az), i k=1,...,p.

DEMOSTRACION. Tenemos

EU(6:X)) = [ 5 lox (2:6) f(w:6) o

1 0
= /A Wa—gf(wﬁ) f(x;0)dx

0 0
:/A%f(a:;Q)dm:%/Af(m;O)dm

=0
(]
EJEMPLO 2.19. Considere X ~ N(@,1). Entonces,
or 1 1 ,

De este modo, U(6; X) ~ N(0,1). Asi, es directo
E{U(#; X)} =E(X —0) =0.

DEFINICION 2.20 (Matriz de informacién de Fisher). Suponga las condiciones A1l
a A3. Entonces la matriz de informacion de Fisher se define como:

F(8) = Cove{U(8; X)} = Eo{U(8; X)U (6 X)}.

Es decir, F(0) tiene elementos

0 0
5(0) = Eg { - 0(6; X) - 0(6; X) }.
Fis(6) = Eo { 55 (65 X) 5-£(6: X)
OBSERVACION. En ocasiones escribimos F x (0) pero la informacién no es aleatoria.
EJEMPLO 2.21. Sean Xji,..., X, variables aleatorias N(u,o?) con o2 conocido.
Entonces,

Lp) o< exp{ - % zn:(Xi - M)2},

asi
n

) = =5 S (X =) +c,
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con ¢ una contante. Adems4s,
. 1
Ul X) = t(p) = — > (X = p).
De este modo,
F U( -
() = var{U (u; X Zvar =5

INTERPRETACION. Los datos contienen més informacién sobre p si:

(a) o2 es pequeiio (02 — 0).
(b) conforme n crece (n — oo).
RESULTADO 2.22. Suponga las condiciones A1 a A4. Entonces,
. 9%0(6; X)
F(0) =Ep{—0(0;X)} =Eg — ——1—¢.
(6) = Eo{~1i(0: X)) =) { - == >}
DEMOSTRACION. Tenemos que

i(6:0) = PELEE) LA 0w p(@i0)} = Sl sy s S0

0606 " 06"

_ 1 2(0) 0 tim0) 0w

= ol apne @ %~fﬂ%®&ﬁﬂ%®}
I Of@i6) [ 1

0
~ f(x:0) 90007 [f(:v 0) aef( )} [ﬁa?ﬂwﬁ)}

Por otro lado, note que

1 1 f(x;0)
E ;0)d
G{f(w;e) aaaeﬁ 4 F(x:0) aaaeT f(@;6) dz
9)
= f(wT = T/f
. 0000 = 9000
—o.

De este modo,

En{—116:X)} = E0 { [ 725 570 57 797/ @]}

=Ey { [% log f(zx; 9)} [% log f(x; 0)} }

= Eg{U(0; X)U"(8; X)} = Cov(U(0; X)).
([l

OBSERVACION. Este resultado permite obtener la matriz de informacién de Fisher

de dos maneras equivalente en modelos regulares (esto es, bajo los Supuestos Al
a Ad). Es decir,

F(6) = Eo{U(6; X)U (6; X)} =B { - %}_
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DEFINICION 2.23. La matriz
B 0%0(0; X)

T X = = 00T

se denomina informacion observada.
OBSERVACION. En efecto,
F(6) = Eo{J(6; X)},

que también es llamada matriz de informacion esperada.

EJEMPLO 2.24. Considere X ~ Bin(n,6) con 6 € (0,1). De este modo,

£(0; x) = log (Z) + (n—2)log(l —6) + xlogh,

asi,
n—xr
U(G,Z‘) = —m—FE,
obteniendo la derivada de U(0; z),
n—ux x
Ademds, como E(X) = n#, sigue que
n—EX) EX n—nf  nd
F(O) = B =U'(6: 20} = (1- 15))2 * 62 ) B (1—06)2 * 0
1 1 n
_”<1_9+5) T h1-0)

RESULTADO 2.25. Sean X e Y wvectores aleatorios independientes con informacio-
nes de Fisher F x(0) y Fy(0), respectivamente. Entonces la informacién de Fisher
contenida en Z = (XT7 Y )7 es dada por

.7:2(9) = .7:)((0) + .’Fy(e).
DEMOSTRACION. Evidentemente, tenemos
(0 z) = log fi(x;6) + log fo(; 0),

mientras que

U(0:2) = 5108 fi(w:0) + 51 10g fo(w:6) = U(6;2) + U(6:),

por la independencia entre X e Y, sigue que
Fz(0)=Cov(U(6; X)+U(8;Y)) = Cov(U(0; X)) + Cov(U(6;Y))
=Fx(0)+ Fy(0).
O

COROLARIO 2.26. Sea X = (X1,...,X,,)" copias IID de una variable aleatoria X
con informacion de Fisher (comin) F1(0). Entonces, la informacion contenida en
la muestra es:

Fn(0) =nF.(0).
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OBSERVACION. Suponga X1, ..., X, vectores aleatorios independientes (no nece-
sariamente copias). Entonces,

0(0;X) =D 6i(0: X)), Un(0:X)=)> Ui(0:X,), Fn(0)=)> Fi(0),
i=1 i=1 i=1
con X =(X/,....x)T.

RESULTADO 2.27 (Dependencia de la parametrizacién). Sea X una variable alea-
toria con distribucidn Py. Suponga otra parametrizacién dada por 6 = h(¢) con h
diferenciable. Entonces, la informacion contenida en X con relacion a ¢ es dada
por

Fx () = Fx (h(@){W (9)}?,
donde Fx(0) es la informacion que X ~ Py contiene respecto de 0 y Fx (¢) es la
informacién que X ~ Pp4) contiene sobre ¢.

DEMOSTRACION. La funcién de log-verosimilitud con relacién a P4 es:

(5 ) = log f(x; h(¢)).

De este modo, la funcién score asume la formas:

0 0
U(¢; X) = ajblog f(x;h()) = %bgf(x;@) Do) h (),

luego,
Fx(¢) = varg {U"(¢; X)} = varg {U(h(); X) I'(¢)}
= {1'(¢)}* varg{U(h(6); X)} = {I'(¢)}*Fx (h(9))-

EJEMPLO 2.28. Considere la distribucién Poi(#). Asi,
f(x;0) = exp(zlogt — ) /!
Note que el pardmetro natural es n = log . Luego,
f(z;n) = exp(zn — €") /z!
En la parametrizacién original, tenemos que

Ul;z) = %logf(xﬂ) = %(wlogG—G) =21

>

De este modo,

Fx(0) =varg{U(0; X)} = vary (% - 1) = ivarg(X) = 1

Por otro lado, 8 = € = h(n). Asi,
1
Fn) = Fx(hm) (K () = () = e,

OBSERVACION. Considere 8 = h(¢) con h : RE — RP (p < k) y sea H(¢p) =
Oh($)/0¢ " matriz de rango completo. Entonces,

F*(¢) = H' (¢)F(h(¢))H(e).






Capitulo 3
Estimacion

Suponga que tenemos X7, ..., X, una muestra aleatoria desde P = {Py : 6 € 6}.
Deseamos entender el mecanismo o modelo verdadero (basado en 8y € ©) que
generd los datos. A continuacién presentamos ideas bésicas sobre procedimientos
para seleccionar @ desde los datos (estimacién) asi como discutir las propiedades
de tales procedimientos.

DEFINICION 3.1. Una funcién T : X" — T es llamado un estimador (puntual). Este
es usado para estimar v = g(0).

Un estimador es una regla que provee un valor plausible sobre el verdadero =
(equivalentemente 8) que gener6 los datos. El valor T'(x) es llamado estimacién de
g(0) y corresponde a una realizacién de la variable aleatoria T'(X).

OBSERVACION. Usualmente anotamos un estimador (y una estimacién) como 4 =

T(X1,...,X,) y distinguimos el método usado como Y, Yum © Yis-

3.1. Meétodos de estimacion

3.1.1. Meétodo de los momentos. Este procedimiento no requiere conocer
la distribucién subyacente de la variable aleatoria de interés X (~ Py € P), sino
que requiere asumir formas especificas para sus momentos. El objetivo es substituir
estos momentos por sus contrapartes empiricas.

Para formalizar el procedimiento, considere X1, ..., X, una m.a.(n) desde Py (uni-
dimensional). Es decir,
P ={P5":0c 0},
y sea
ik = px(Pg) = E(X*) = /zkd Py = /xkfx(x;O) dz.
Ademis, suponga que Py tiene momentos finitos 1, ..., u, para algun r.

Asumiremos también que el pardmetro de interés v depende de 8 a través de los
momentos pg como:

Y= h(/.}/]_(Pg), HER aMT(Pe))a
donde h es una funcién conocida. Esto lleva a la siguiente definicion

DEFINICION 3.2 (Estimador de momentos). Suponga X7, ..., X, que sigue el mo-
delo estadistico {Py" : @ € ©}. El estimador de momentos es definido como

’/Y\MM — h(mh cee 7m7")7

donde my, = i es el momento empirico (o muestral) de orden k, dado por

R
mk:—g x;.
n “

=1

37
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EJEMPLO 3.3. Considere Xj, ..., X, una muestra aleatoria desde Py y considere
v = /xf(x;ﬂ) dz.
Usando el método de momentos, tenemos que:

1 n
MM =T = ﬁzxi-

i=1
EJEMPLO 3.4. Considere que el parametro de interés es la desviacién estandar o.
Note que

o? = /(1: — 1) f(2;0) dz,

g = \/ H2 — M% = h(ﬂl,ﬂQ),

cuyo estimador usando el método de momentos adopta la forma:

GMM:\/mgfm%.
1 1 — 2 1 1
—m2="= 2_ (= N 2 _ L2
M2 = nle (nle) n(;% n(nm))

de este modo,

Note que

De este modo,

es decir, omm # s (desviacién estdndar muestral).

EJEmpPLO 3.5. El sesgo de una variable aleatoria X con distribucién F' es definida

Ccomo
_ Er(X —Ep(X))® _ ps—3pam + 243

(varp(X))32  (pe—p3)32
asi el estimador de momentos asume la forma
- mg—3momy +2m} LS (2 —7)3
MM = (my — m2)3/2 - {% S (i —T)2)3/2

EJEMPLO 3.6. La funcién de distribucion acumulada es definida como
F(t) = Pp((—o0,t]),

para t fijo. Un estimador natural para la probabilidad del conjunto (—o0,t] es la
frecuencia relativa,

=)

~ 1 <&
i=1
ﬁn se denomina la funcion de distribucion empirica. Note que

my = uk(ﬁn) = /xk dﬁn,
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es decir, F), es un estimador de momentos de F'.

OBSERVACION. En los ejemplos anteriores no hemos asumido alguna distribucién
especifica para Py. Es efecto, el método de momentos se puede entender como
un procedimiento libre de distribucién y por tanto corresponde a un método no
paramétrico.

EJEMPLO 3.7. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria desde una distribucién log-
normal con vector de pardmetros 8 = (u,02)" € Ry x R,. Es decir, cada X; tiene

densidad 9
log z —
eXp{ — %}, z > 0

f(zip,07) =
oz 2T

En este caso

p=exp(p+02/2),  pz=exp(o?)(exp(u+0%/2))%,

y portanto los estimadores de momentos son dados por:
—~ 1 ~
NMM:2logm1—§logm2, a,%,lelogmg—Qlogml.

OBSERVACION. Una pregunta de interés es: ;El estimador de momentos es tinico?
Considere el siguiente ejemplo.

EJEmMPLO 3.8. Suponga X7i,...,X, una muestra aleatoria desde Poi(\), A > 0.
Recuerde que
E(Xl) = var(Xl) =\

De este modo, podemos considerar
~ 1 &
AMM = ﬁzxz (=h(m))
1=1
por otro lado, otro estimador puede ser

~ 1 <&
Avm = h(my, mg) = my —mi = - Z(xl -7)%

Sin embargo, ; Cudl Amm 0 Amm es mejor??

En la préctica, tenemos que 6 es vector p-dimensional y usualmente estamos in-
teresados en v = 6. De este modo tenemos que

M1 :91(917"'70]3)7

tp = gp(01,...,0p).

Resolviendo para los p-pardmetros en funciéon de los momentos, obtenemos

91 - hl(,ufla”'v:up)v

Op = hp(pe1, ..., tp).

IM4s adelante estudiaremos como comparar entre dos estimadores.
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Finalmente, el estimador gMM, puede ser obtenido substituyendo en (3.1) por los
momentos muestrales, es decir:

é\l = hl(ml,...,mp),

~

= hp(ma,...,my).

>

Debemos resaltar que el método de momentos requiere resolver el sistema de ecua-
ciones no lineal

91(017'“,017) — M1 = Oa

gp(ela .. '7917) — Hp = 01
que puede ser escrito como:
() = 0, (3.2)

donde ¥ : R? — RP y por tanto Oppm corresponde a una raiz de la ecuacién
de estimacién en (3.2). Note que, en general, para obtener Oyy se requiere de
métodos iterativos, tal como:

0CtY — 9 _ [ (OEON WO,  s=0,1,...,
donde ') representa una estimacion para  en la etapa s-ésima y W (8) = 0%(6)/00 .

OBSERVACION. Una dificultad evidente del método de momentos es que ¥(6) = 0
puede tener multiples raices.

3.1.2. Estimacién maximo verosimil. Este es uno de los procedimientos
de estimacion mas ampliamente usados. Es motivado por el principio de verosimi-
litud (Lema 2.15) y los estimadores obtenidos disfrutan de buenas propiedades.

DEFINICION 3.9 (Estimador méximo verosimil). Un estimador §ML es llamado es-
timador maximo verosimil (MLE) de 8, si

LBw;z) > L(0; ), Vo e 0.

Es decir, §ML debe ser solucién del siguiente problema de optimizacion
max L(0;x)
0co

o equivalentemente,

max £00; x).

Ademi4s, en ocasiones escribimos

éML = argmax £(0;x).
0eO

RESULTADO 3.10 (Invarianza del MLE). Si~v = g(0) y g es biyectiva. Entonces 0
es el MLE para 0 si y solo si ¥ = g(0) es el MLE para .
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DEMOSTRACION. Considere L(0;x) = f(x;0) y como g es biyectiva tenemos que

L(viz) = f(z:97 (7).

Ademas,
L(;z) > L(v; x)
= f(z:0) > f(z:0)

)
)

Para el caso en que g no sea biyectiva, considere la siguiente definicién.

DEFINICION 3.11. Si Oy es el MLE de 6 y v = g(0). Entonces el MLE de ~ es
definido como:

~

v = g(OmL)-

Si la funcién de log-verosimilitud ¢(6) es continuamente diferenciable, el estimador
maximo verosimil @ML es dada como una solucién de las ecuaciénes de verosimiltud
04(0)
00
donde U(0) = 0¢(0)/96 corresponde al vector score. En particular, si las ecuaciones

de verosimilitud son una ecuacién lineal en los parametros, el estimador maximo
verosimil puede ser expresado explicitamente.

:0,

EJEMPLO 3.12 (distribucién Binomial). Sea z € X = {0,1,...,n} una realizacién
desde Bin(n,#). El espacio paramétrico es © = (0, 1) y la funcién de verosimilitud
adopta la forma

L(osa) = (7 )ora -0y,

mientras que la log-verosimilitud es dada por
£(0;x) = log <n) + xlogh + (n — x)log(l — 0).
x

OmL es solucién de la ecuacién

T n—x

U;z) =l(0;2) == ——— =0
(O:2) = i(0:0) = 5 — T
Sixz # 0y z#n lasolucién existe, en cuyo caso tenemos
~ x
O = —.
n
EJEMPLO 3.13 (distribucién Normal). Considere X7, ..., X,, muestra aleatoria des-

de N(u,0?). De este modo
1 n
Lip 0% ) = (2m0*) 2 exp { - 5 Z( - w2}
Lo que permite obtener la funcién de log-verosimilitud

n 1 «
U, 0?) = —§1og 2mo? — 357 Z(wl —n)?,
i=1
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diferenciando con respecto a iy o2 lleva a las ecuaciones de verosimilitud

ol(p,

M _022
(‘%(,u,a)i n 1 &
-o\e ) T;

do2 202

resolviendo estas ecuaciones para iy o2, sigue que

n

1
~ — ~2 ~ 2
ML = T, UML_E E (l‘i—MML) .
=1

EJEMPLO 3.14 (distribucién Uniforme). Sea Xi,..., X, una muestra de variables
aleatorias 11D desde U[0, 4]. Esto es
1
-, 0<z <9, 1
f(a:0)={ =5 log@,  6>0.
0, en otro caso.

)

De este modo,?

n

HI[OO mz - H a:l,oo)

Tenemos que
n
[[Te0®) =1 = T4 =1 Vi < 2,<6, Vi

— Hlé,X{Ii} <86 <~ I[w(n),oo)(e) =1,

donde x(,) = max{xy,...,2,}. De este modo, la funcién
1
L(O;x) = 77 T(,00) (9),
es monodtona creciente, de ahi que
1

T(n)
y por tanto sigue que GAML = Z(n)
EJeEmpLO 3.15 (distribucién Laplace). Suponga X7, ..., X, variables aleatorias 11D

con densidad b
f(z;a,b) = 3 exp{—blx — al}, r e R,
con a € Ry b> 0. De este modo, para b conocido, tenemos

{(a; @) =1log(b/2) = b _ |z —al.

i=1
Es decir, podemos obtener ay, equivalentemente, como la solucién de

n
min Z |z; — al,
a
i=1

2Basta notar que 0<z; <0 =z; <0< oo.
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y es bien sabido que am. = mediana{xy,...,z,}

En el siguiente ejemplo se presenta la estimacién de pardmetros mediante maxima
verosimilitud para la clase de la familia exponencial. Por simplicidad solamente sera
considerado el caso de la FE 1-paramétrica.

EJEMPLO 3.16 (Familia Exponencial 1-paramétrica). Sea X1, ..., X, variables alea-
torias IID con distribucién comun en la FE 1-paramétrica y § € O. Considere
¢ = n@) y sea y(¢) = v(n(@)) = b(#). Sabemos que la densidad conjunta es
dada por

L(¢) = exp [0 3 T(ws) = my(9)] [] h(a).

De este modo, la funcién de log-verosimilitud adopta la forma:

=6 T(x:) —ny(¢) + > _logh(w),
i=1 i=1
lo que lleva a

ZT —ny' ().

Resolviendo la condicién de primer orden d¢(¢)/ d¢ = 0, tenemos que :ﬁ\ML es solu-
ci6én de la ecuacion:
1 n
= - T(x;).
- ; (:)

Finalmente por la propiedad de invarianza del MLE sigue que §ML = n’l(ggML). Por
otro lado, es facil notar que

ddgj) _ —nv"(qﬁ) _ _nb//(g) — —var (;T(fﬂz)) S 0

De lo anterior, sigue que £(¢) es céncava y por tanto su maximo en ® = n(©) debe
ser unico.

EJeEmMPLO 3.17 (distribucién Weibull). Suponga X;, ..., X, muestra aleatoria con
distribucién Weibull, en cuyo caso,

]‘(m;@)z%(%)a_lexp{—(%)a}7 x>0,

con 0 = (a, )" € Ry x Ry. La funcién de log-verosimilitud es dada por

£(0) = n(loga — log B) + (. — 1) Zlog( ) i(g)a

Diferenciando obtenemos las ecuaciones:
n n
n T T\ T
2o S () 5 (5) s (3) -0
ot 21w () =2 (5) (5
Zq
_7+BZ( ) -

que corresponde a un sistema de ecuaciones no lineales y por tanto métodos itera-
tivos son necesarios.
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3.1.3. Implementacién del método de maxima verosimilitud. Ante-
riormente hemos revisado ejemplos en los que ha sido posible obtener los estimado-
res ML de forma explicita. Sin embargo, en general es necesario recurrir a métodos
numéricos, los que involucran la eleccién de una estimacion inicial 6 y sucesiva-
mente se construye la secuencia 0(1), 0(2), ..., de manera de alcanzar convergencia
a la solucién éML.

Con el objetivo de resolver el problema

Jfoneagcf(a)7

suponga la expansién de Taylor en torno de 8*, como:
ACHN 1 +/0%(0%)
) 7437 (Gang

00
donde o(u) es un término de error de orden menor que u, conforme u — 0, es decir,

(o +p) = 0°) + Jo -+ ollpl).

Defina la funcién cuadratica,
1
gk(p) = L(6") + U (0“)p + 5 pTH(O®)p,

donde U (8) = 94(0)/00 y H(0) = §2((8)/0696 " . Minimizando g (p) con relacién
a p, lleva al sistema de ecuaciones dqi(p)/0p = 0. Es decir, obtenemos:

HOW)p=—-U®™). (3.3)
Métodos tipo-Newton adoptan la formas:
o) — 9™ L \ipe, k=0,1,...,

donde py, es la direccién de buisqueda dada por la solucién del sistema dado en (3.3),
mientras que A\ es un largo de paso que debe ser escogido para garantizar que

(O™ + ipy) > €0,
Es fécil notar que la direccién dada por (3.3), satisface
U (0")p, =UT(0W){-H(6W)}'UO") > 0,

es decir, corresponde a una direccién de ascenso. De esta manera el procedimiento
para determinar una aproximacion de la solucién asume la forma:

04 ) =™ L A {-HEOEW)}UOW), k=01,

que es conocido como método de Newton-Raphson. Es conocido que este procedi-
miento converge rapidamente siempre que un valor inicial cercano al éptimo haya
sido escogido. En casos en que sea dificil llevar a cabo el calculo de la matriz Hes-
siana podemos utilizar un método quasi-Newton, el cual no involucra informacién
de segundo orden sino que utiliza la direccién de busqueda:

pe = {~Bi}'U(6"™),
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donde By, es una aproximacién de la matriz Hessiana H (8%)). Sea gr = U@y —
U(0™), esta clase de métodos actualiza una estimacién de {H(0*))}~! usando
un método secante, tal como el algoritmo de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

sisy By '919. By
Si 9k 9. Bi 9
o bien, el método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

—1 —1
By, =B, +

sig) By _ B 'g.s) i {1 " gl B g, } Sk,

T T Tg
Sr 9k S 9k

B! =B;'+
k+1 k S;rgk s} g,

donde s;, = 8%t — %) Eg frecuente usar como valor inicial para B ! Ja matriz
identidad. En situaciones en que también es dificil calcular el vector score U (0) es
posible determinar la informacion de primer orden usando diferenciacién numeérica.

Un procedimiento popular en estadistica corresponde al método Fisher-scoring, que
corresponde a un algoritmo en la clase quasi-Newton donde —H (0) es aproximada
mediante la matriz de informacion de Fisher. De este modo, obtenemos el siguiente
esquema iterativo:

oY — g L N\, F MU o),  k=o0,1,...,
donde F(0) = E{—H(0)}.

Cuando tenemos x1, ..., x, observaciones (vectores) independientes, tenemos que

=) log f(z:0)
=1

De este modo, U, (0) =>""" , U;(0), con U;(0) = % log f(x;;0). Notando que

1 n
~Y_ULOUT(6) & E{ULOU, ()},
i=1
conforme n — oo, lleva al Algoritmo BHHH (Berndt et al., 1974), definido como:

1
9(k+1>:9<k>+,\k{ ZU DU ( a<k>)} U.(0%),  k=01,....

Usualmente, llevamos a cabo la iteracién del procedimiento de estimacién hasta que

6+ — oW < 7.

donde 7, conocido como tolerancia, sea pequefio (por ejemplo, 7 = 107%). Otra
alternativa es considerar el criterio

(0(k+1) _ g(k))T_y.-(g(k))(g(k+1) _ g(k)) <6,

donde § representa un valor de tolerancia. Por ejemplo, basados en la idea de un
elipsoide de confianza, Bates y Watts (1981) propusieron un criterio de convergen-
cia basado en un offset relativo. Tal idea puede ser aplicada a diversos modelos
estadisticos. En efecto, ha sido implementada para los modelos disponibles en las
bibliotecas para R nlme (Pinheiro et al., 2019) y heavy (Osorio, 2019).
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EJEMPLO 3.18 (distribucién Cauchy). Suponga X7, ..., X, variables aleatorias des-
de la distribucién Cauchy(8, 1), con densidad
1
fl@;0) = ——— reR,0€R.

{1+ (x—0)%}

Asi, la funcién de log-verosimilitud adopta la forma:

£(0;x) = —nlogm — log H{l + (s — 0)%}

i=1
:—nlogﬁ—ZIOgl—l—( —0)?).

i=1

Calculando la primera derivada, obtenemos

_ 0L(0; x) _ i: 2(x; — 0)

U(b;x) 50 > T (= 0

Por tanto, el estimador maximo verosimil debe satifacer la condicién de primer-

orden:
n

U(9;$)=ZH(;9)2(%—9)22%'(9)(%—9):0’ (3.4)

i=1
donde w;(0) = 2/(1+(z;—0)?). Es facil notar que la Ecuacién (3.4) no tiene solucién
explicita. Para aplicar el algoritmo Newton-Raphson, calculamos

o - 9
7(]9 x) 280 —9)+;wi(9)%(xi—9),

0 4
06" = T @ oy

—0) = wi(0)(z; — 0),

esto lleva a
2Ueaz Zw (i —0)” = wi(0)
i=1

De este modo,
—H(0;x) = — QUH x) sz W1 — w;(0)(x; — 0)%}.

Finalmente el método Newton-Raphson, adopta la forma:
1) _ vy U(0% @)
H(O®); z)
> iy wi(0™) (2 — W)
2imy wi(OF) {1 — wi(0W) (i — 6))2}

OBSERVACION. En la biblioteca heavy se encuentra una alternativa al esquema
iterativo en (3.5) que utiliza un Algoritmo EM.?

=% 4

(3.5)

3El Algoritmo EM (o de Esperanza-Maximizacién) permite obtener los estimadores ML en
presencia de datos perdidos.
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Debemos resaltar que los procedimientos tipo-Newton son apropiados para resolver
problemas no restringidos. Mientras que, en general, la estimacion maximo verosimil
corresponde a un problema de optimizacion restringida. En efecto, debemos tener
que §ML € 0. Ademds, los estimadores que surgen de utilizar procedimientos de
estimacién restringida, suelen tener propiedades ligeramente méas complejas que
sus contrapartes no restringidas. El siguiente ejemplo, permite notar una forma de
contornar esta dificultad mediante reparametrizar el modelo estadistico.

EJEMPLO 3.19 (distribucién Poisson). Suponga X7, ..., X, muestra aleatoria desde
Poi()\). En este caso,

(Aiz) =) (zilogh—A—logml),  A>0,
i=1
despreciando aquellos términos que no dependen de A, tenemos

n

() =) (wilog A — ).

i=1
Considere ¢ = log ), es decir A = e? y note que ¢ € R. Asf,

n

Ugsa) =Y (29— ).

i=1

Luego, estimamos ¢ y hacemos Ay = e®t.

3.2. Propiedades de estimadores puntuales

Es frecuente contar con mas de un estimador para un parametro de interés. De
este modo es requerido disponer de algin criterio que permita la comparacién de
diferentes estimadores. Considere las siguientes definiciones.

DEFINICION 3.20 (Error Cuadratico Medio). Sea P = {Py : § € ©} un modelo es-
tadistico para la variable X y sea T un estimador para v = g(0). El error cuadratico
medio (MSE) de T es dado por

MSE(T, 6) = Eo{(T — (6))}.
OBSERVACION. Es ficil notar que
MSE(T,0) = {Eo(T) — g(6)}” + varg(T).
DEFINICION 3.21 (Sesgo). El sesgo de un estimador T es definido como:
bias(T,0) = Eo(T) — g(6).
De este modo, usando la definicién anterior, tenemos que:
MSE(T, 0) = {bias(T, 0)}* + varg(T).

DEFINICION 3.22 (Insesgamiento). Un estimador T para vy = g(#) se dice insesgado,
si

Eo(T) = g(0), Vo€ 0O,
o equivalentemente,

bias(7',6) = 0, MUASECR
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Estimadores que “en promedio” estén alejados de ¢g(6) son indeseables. Aunque en
algunos casos es tolerable un sesgo pequeno. En ocasiones tenemos estimadores en
que su sesgo tiende a cero conforme n — oo.

EJEMPLO 3.23. Sea X, ..., X, variables aleatorias IID con varianza finita. Suponga

que v = 02 es el pardmetro de interés. Sabemos que el estimador MM es dado por:

~ 1 =
G = - > (X -X)%

_ i _ 1
W2 2 _ o2 x T (7_t11T vy — %7
DX -X) =3 XX = X (I “117)X = XTCX,
i=1 =1
donde C' =1 — %ll—r. Como Xi,..., X, son IID considere
E(X) = pl,, Cov(X) = o°I,.
De este modo,*
1 < - 1 1
E{- Y (Xi-X)*} = ~EX'CX) = {*urC+p*1TC1},
2 =X = LEXTOX) = o1 O
ComotrC:trI—%trll—'—:n—lyCle7 sigue que

E(6%,y) = E (% S fff) - (” - 1)02.

n

i=1
Es decir, 3, es un estimador sesgado, y

~ ~ -1 2
bias(Gi, 0%) = E(Ggm) — 0> = N” 2,2 T
n

Aunque lim,, o bias(Gy, 02) = 0. El “factor de correccién” 5, lleva al estimador

1 -
2 _ 32
S _n_lz(xl X)?,
=1
que es insesgado.
Suponga adicionalmente que X; ~ N(u,0?), para i = 1,...,n. Entonces,
(n—-1)8° 2
U= T2 X (n—1),

y sabemos que
EU)=n-1, y var(U) =2(n —1).
Podemos escribir

luego, tenemos

var(Gym) = — var(U).

n2

4Para X vector aleatorio con E(X) = 6 y Cov(X) = X, tenemos que E(X T AX) = tr A +
07 Ad.
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De este modo,

2.2 4 4 4 m—1
9 2y o o o o 4 (2n
MSE(Giym, 0°) = (— ;) + ﬁvar(U) =3+ E2(n— l)=0¢ ( 3 )
Mientras que
—1)52 2
U= 7@ )3 — s2=7
o2 n—1
Asi,
MSE(S?,0%) = 0 + var(S?),
es decir,
4 2(n —1)o* 204
MSE(S2,02) = 0+ ———var(U) = -
(5% 070 =0+ CqyrverlU) = =7 = 3
Finalmente,

MSE(S?,0%) > MSE(Ggm,0?),  n> 1.
Es decir, aunque o3, es un estimador sesgado, este es mejor usando el error
cuadrético médio. Note ademés que, bajo normalidad, og = 0y -

Suponga © C RF y que el parametro de interés v es k-dimensional, esto es, g : © —
I' CR™. Entonces, T se dice un estimador insesgado, si
E(T) = g(0), Vo eco.

La extensién del error cuadratico medio para el caso multiparamétrico adopta la
forma

MSE(T', 8) = E¢{(T — g(6))(T — g(8))"}
= Covs(T) +{Eo(T) — g(8)}{Es(T) — g(6)} .

DEFINICION 3.24. Sean T y T, dos estimadores para ~. Decimos que T, tiene error
cuadratico medio més pequeno que T si

u' (MSE(T,,0) — MSE(T,0))u <0, VYuecR™,
y escribimos
MSE(T,,8) < MSE(T, 8).

En general, evaluar la condicién dada por la definicion anterior puede ser dificil.
Esto ha motivado la introduccién de algunos criterios mas simples para comparar
entre diferentes estimadores. En efecto, decimos que T, es T-dptimo, si

tr MSE(T'., 8) < tr MSE(T, 6), (3.6)
mientras que T, se dice D-dptimo, si satisface
det MSE(T ., 0) < det MSE(T, 0). (3.7)

El criterio dado en la Definicién 3.24 también es conocido como M-optimalidad.
Debemos destacar que en ocasiones el error cuadratico medio es definido como

Eo[IT — g(0)I°] = | Eo(T) — g(O)* + Y _ var(T})
j=1

= || bias(T, 8)||* + tr Covy(T),

que corresponde al criterio de T-optimalidad. Lamentablemente, es muy poco fre-
cuente encontrar un estimador que siempre (es decir, para todo 8 € ©) sea mejor.
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Una alternativa es restringirse a alguna subclase de estimadores. De este modo, nos
concentraremos en la clase de estimadores insesgados.

DEFINICION 3.25 (Mejor estimador insesgado). Para el modelo estadistico P =
{Pg : 8 € ©}, un estimador insesgado T, para v = g(f) € R se dice el mejor
estimador insesgado (BUE), si para cualquier otro estimador insesgado

varg(Ty) < vare(T), Vo€ 0o.

RESULTADO 3.26 (Cota de Cramér-Rao). Suponga que se satisfacen las condiciones
A1-AY, que la informacién de Fisher es tal que 0 < Fx(0) < co y sea v = g(0),
donde g es continua y diferenciable con g’ # 0. Si T es estimador insesgado para
v, entonces

varg(T) > {;i()§27 Vo e 0.

DEMOSTRACION. Considere

Covg (T'(X), U(6; X)) = Ey(T(X) U(6: X)) = / T(e) 55 108 f(:0) f(:6) de
~ [ 1@ f(@st) e

[ .
Como T es regular’ y es insesgada, sigue que

Con((T(X). U6 X)) = 3 [ T(@) i 6) do = 3 Ea(T(X)) = 5').

Haciendo h(0) = ¢'(0)/Fx(0), tenemos
0 <varg(T(X) — h(O)U(6; X))
= varg(T(X)) 4+ h*(0) varg(U(0; X)) — 2h(6) Cove(T(X),U(6; X))
= varg(T (X)) + h*(0) Fx (0) — 2h(0)g'(0),
es decir,

0 < varg(T(X)) — {g'(0)}*/ Fx (0).
O

DEFINICION 3.27 (Eficiencia). La eficiencia de un estimador insesgado 7' es definida
como la razdén de su varianza y la cota de Cramér-Rao. Esto es,

crro) - SO0

Un estimador que alcanza la cota de Cramér-Rao se dice un estimador eficiente.
Ma3s atn, un estimador eficiente es BUE.

Ejempro 3.28. Considere Xi,..., X, variables aleatorias 1D desde Exp(A) con
A > 0. Sea v = 1/ el pardmetro de interés. Un estimador insesgado para A es X
con varianza —%>. Como la informacién de Fisher es n/A% y ¢/(A) = —1/A?, tenemos
{-1/x2}> 1
n/A2  nA?’

es decir, X es eficiente.

5Es decir, podemos intercambiar las operaciones de integracién y diferenciacion.
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Considere el caso en que © C R* y que el pardmetro de interés es v € R™ con
v = g(0). Sea T y T, dos estimadores insesgados de =. Decimos que T, tiene
covarianza mas pequena que T, si

u'" (Covy(T,) — Covg(T))u <0, Vu e R™,
en cuyo caso escribimos
Covy(T',) < Covy(T). (3.8)
Evidentemente, Ecuacién (3.8) corresponde a un caso particular de la Definicién

3.24 para el caso de estimadores insesgados. Esto permite extender la cota de
Cramér-Rao para el caso multiparamétrico.

Suponga que las condiciones A1 a A4 son satisfechas y que la matriz de informacion
de Fisher es no singular. Entonces la cota de Cramér-Rao asume la forma:

Covy(T) > (8;;?))}.)_(1(0)@5;3))1 Ve eo.

EJEMPLO 3.29. Suponga que tenemos X1, ..., X,, variables aleatorias independien-
tes desde N(u, 0%) con pardmetro de interés @ = (i1, 02) 7. La matrix de informacién

de Fisher esta dada por
&0
Fxo)= (7 1),
0 551
cuya matriz inversa corresponde a la cota de Cramér-Rao. Sabemos que los estima-
dores insesgados X y S? son independientes y que
2 4
— o 20
varg(X) = —, varg(S?) = ——.
o(X) = — 0(5°) = —
Por tanto no se alcanza la cota inferior para la varianza.

RESULTADO 3.30. Bajo las condiciones A1 a AJ el estimador de mdzima verosimi-
litud satisface las siguientes propiedades:

i) El estimador ML depende de los datos via la estadistica suficiente.

it) Si existe un estimador insesgado y eficiente 5, entonces 6 = §ML.

DEMOSTRACION. i) sigue notando que, por el Teorema de factorizacién de Fisher-
Neyman

L(6;x) x g(T'(x),0),
para T suficiente.
Por simplicidad para la prueba de i) sélo consideraremos el caso en que 6 es
real-valuado. Sabemos que 0 alcanza la cota de Cramér-Rao pues es un estimador
eficiente. Asi, tenemos que

~ U(6;x)
O(x) — 0 = , Vo e,
(@) Fx(0)
que es valido en particular para 6 = §M|_. Es decir,
~ ~ U, ;T
9(:13) - 9ML = M
Fx (Omi)

Como Oy maximiza £(0; ) y por tanto, U(gML; x) = 0. De este modo,

5((13) - aML =0.
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3.3. Propiedades Asintéticas

Parece razonable que conforme el tamano muestral crece mayor confianza tendremos
en nuestras inferencias, debido a que la muestra contendrd més informacién con
respecto a la distribucion subyacente. Para caracterizar las propiedades asintéticas
de los estimadores se introducird algunas nociones de convergencia de variableas
aleatorias.

DEFINICION 3.31 (Consistencia). Decimos que una secuencia de estimadores {7}, }
para el pardmetro v = ¢() es débilmente consistente, si T,, converge en probabilidad
a -y, esto es, si para cualquier € > 0 y para todo 6 € ©,

lim Po(|T, — g(0)] >¢€) =0,

y escribimos T, A ~. Mientras que, se dice que {T},} converge con probabilidad 1
o casi seguramente (a.s.) a v, para todo 6 € ©, esto es,

Py ( lim T, :g(o)) —1,
n—oo
es decir T}, es consistente fuerte, en cuyo caso anotamos T), =3 7.

Consistencia muy frecuentemente es una consecuencia de la ley de los grandes nime-
ros. Es tipo mas simple es la convergencia de la media muestral. Por el teorema de
mapeo continuo es posible obtener la consistencia de otros estimadores.

TEOREMA 3.32 (Teorema del mapeo continuo). Sea {S,} una secuencia de variables
aleatorias, Sy una variable aletoria y h una funcion continua.

i) Si S, A So, entonces

h(S) = h(So)-
i) Si S, 23 Sy, entonces

h(S,) 23 h(So).

Una herramienta importante para la verificacién de consistencia es la desigualdad
de Chebyshev. Para una variable aleatoria Z con media finita, tenemos

P(lZ-E(2)|>7) <

EJEMPLO 3.33. Sea {X,} una secuencia de variables aleatorias |ID con funcién de
distribucién F'. Entonces se tiene:

1. La media aritmética converge a Ex(X) = p, es decir, X, i . En efecto,
usando la desigualdad de Chebyshev y asumiendo ¢ < oo, tenemos
— var(X,) o?
P(|Xn—u|>e)§€72:@ﬁ0,
para n — oo.

2. La varianza empirica y la desviacién estandar convergen a varp(X) = o2 y

o, respectivamente:
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3. La frecuencia relativa de un evento A converge a su probabilidad. Sea

n

1
A)=— I(X; €A
Quid) = DX < 4)
donde I(-) denota la funcién indicadora. Entonces @, (A) 5 P(A).

4. Si el j-ésimo momento pu; = Ep(X7) existe, entonces los momentos empiri-

cos
n
1 .
m; = — g X7,
n-
i=1

. . P , .
son consistentes. Es decir, m; — ;. De ahi que, el estimador de momen-
tos para v = h(p1, ..., p) es un estimador consistente si la funcién h es
continua.

DEFINICION 3.34 (Convergencia en distribucién). Sea {X,} una secuencia de va-
riables aleatorias y sea X otra variable aleatoria. Ademads, considere F,, la CDF de
X, y F la CDF de X. Se dice que X,, converge en distribucion a X, en cuyo caso

escribimos X, DX s
lim F,(t) = F(t),

n—oo

para todo t donde F' es continua.

TEOREMA 3.35. Sea {Z,} una secuencia de variables aleatorias y sea My(t) la
MGF de Z,,. Sea Z una variable aleatoria con MGF dada por M(t). Si

M, (t) — M(t), para todo |t| < h, h > 0.
FEntonces, Z, 5z
TEOREMA 3.36 (Teorema de Slutsky). Considere dos secuencias de variables alea-
torias {X,}, {Yn}, una variable aleatoria X y una constante fija c. Suponga que
X b X, yY, P ¢. Entonces:
i) X, £Y, 3 X Le.

i) XY, 3 X,

i) X, Y, Be1ix siempre que P(Y,, =0) = 0 para todo n y ¢ # 0.
DEFINICION 3.37 (Normalidad asintética). Una secuencia de estimadores {T,}
para el pardmetro m-dimensional v = g(0) es asintdticamente normal si para todo

0 € O la distribucién de /n(T,, — g(@)) converge a una distribucién normal con
media cero y matriz de covarianza 3(0). Es decir,

Va(T, — g(8)) 2 N, (0,(8)).

La normalidad asintética permite establecer si un estimador es asintdticamente
eficiente. En efecto, diremos que un estimador es asintéticamente eficiente si este
es asintoticamente normal, con
89(0)) 1 89(19))T
b

=0) = ( o7 )7 ) 00"

donde Fx(0) es la matriz de informacién de la distribucién subyacente.
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RESULTADO 3.38 (Método Delta). Suponga T, un estimador de la forma T, =
h(S,) donde la secuencia {S,} es asintdticamente normal, esto es,

Vi(S, — p) 3 N(0,3),
para p € R¥ y 3 > 0. Si Oh(u)/0u’ es matriz de rango completo, entonces

e i (o (25 (248

EJEMPLO 3.39. Sean Xi,..., X, variables aleatorias IID con E(X;) = p # 0y
var(X;) = 02 < oo. El pardmetro v = log i es estimado por 7,, = log X ,,. Este esti-
mador es consistente y asintéticamente normal. En efecto, v/n(X,, — p) B N(0, ).
Como h(s) =logsy h'(s) =1/s, sigue que

2
vn(log X,, — log i) Y (0, %)

3.3.1. Distribucién_asintética de los estimadores ML. Considere una
secuencia de estimadores {6,,} que converge en probabilidad a 8y perteneciendo al
interior de ©, y suponga que

SUPUESTO A5. La matriz
0? log f(y1; 90)
R G 7

eriste y es no singular.

RESULTADO 3.40. Bajo las condiciones A1-A5 una secuencia de mdzximos locales
de £,(0) tiene distribucidn asintdtica

Vi(0, — 00) > N(0, FT(8))).

DEMOSTRACION. Note que la secuencia {én} satisface las ecuaciones de verosimi-
litud, 9¢,,(0)/06 = 0. Usando una expansién de Taylor del vector score en torno
de 6 = 6, resulta’

0, (0)  00,(0y) = 02, (00)

haciendo 0 = én, sigue que

n(80) | °tnlB0) G g\ ho1),

0=

00 0000 "
es decir ,
0%4,(00) _ 00,,(00)
oo™ O~ 00) = 550 +op(1),
o equivalentemente,
1 82€n(90) -~ 1 00,,(00)
(—Ew)\/ﬁ(en—eo)— % 90 + op(1).

6si 7, 5 0 entonces anotamos Z, = op(1).
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Por otro lado, tenemos que

LB 1§ los (V500

n 9006’  n“ 0606

converge casi seguramente a
9%log f(Y ;;6y)
F1(60) = Eq, ( T 90007 )

debido a la ley fuerte de los grandes niimeros. Lo anterior lleva a,

F1(600i0, ~ 00) = =220 on(),

=1

Note también que,

1 04, B Z O0log f(Y;;600)
NG 89 f 00

B dlog (Y ;;00) dlog f(Y;60)

’%Z{ 96 *E9°< 96 )}
converge en distribucién a

N (0, Covg, (U4(60))) = Ni(0, F1(8o)).

Premultiplicando por F1 () sigue que

ViD= 00) = —=F 7 (00U, (00) + o (1)
Usando que

= F T O0U.(00) S N (0.F 7 (00)F1(00) 1 (00))
sigue el resultado deseado. (I

El resultado anterior es de gran importancia, pues bajo condiciones de regularidad
el MLE es consistente, asintéticamente normal y eficiente, es decir es BUE. Ademés,
esto permite el desarrollo de intervalos de confianza y test de hipdtesis asintéticos.






Capitulo 4

Intervalos y Regiones de Confianza

El objetivo de esta seccién es abordar el problema 8 € C, donde C C ©, C' = C(X)
es un conjunto determinado por los datos observados X = x.

OBSERVACION. Si 6 es real-valuado, entonces C' corresponde a un intervalo.
DEFINICION 4.1. Una estimacién intervalar de un parametro real-valuado 6 es cual-
quier par de funciones L(z1,...,z,) y U(21,...,z,) que satisfacen

L(z) < U(x), Ve e kX.

<40

Para X = « tenemos L(x) < U(x), mientras que [L(X), U(X)] es un intervalo

aleatorio.

Aunque estamos interesados en intervalos de la forma [L(x),
demos tener (—oo,U(x)] o bien [L(x),00) para indicar § <
respectivamente.

(z)] también po-

U
U(x) o L(xz) < 0,

EJeEmMPLO 4.2. Considere X, Xo, X3, X4 una muestra aleatoria desde N(u,1). Un

estimador intervalar de u es [X — 1, X + 1], es decir
pe[X -1,X+1]
Note que X ~ N(u,1/4), pero
P(X=u)=0

De ahi que con un estimador intervalar una probabilidad no nula de estar en lo
correcto, en efecto,

PpueX -1, X+1)=PX-1<u<

X
:P(—lSY—ugl):P<— < <
X —p

1/4
en este caso Z = (X — u)/+/1/4 ~ N(0,1).

INTERPRETACION. De este modo, tenemos un 95 % de chances de cubrir el pardme-
tro verdadero (desconocido) con nuestro estimador intervalar.

:P(—Qg

OBSERVACION. En este contexto Py(0 € [L(z), U(x)]) se denomina probabilidad de
cobertura

DEFINICION 4.3. El coeficiente de confianza de [L(x),U(x)] es el infimo de las
probabilidades de cobertura

inf Py (0 € [L(z),U()])

57
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OBSERVACION. Estimadores intervalares en conjunto con una medida de confianza
(coeficiente de confianza) son conocidos como intervalos de confianza.

A continuacién consideraremos dos de los procedimientos mds utilizados para cons-
truir intervalos de confianza.

4.1. Método de la Cantidad Pivotal

DEFINICION 4.4. Una variable aleatoria Q(X;0) = Q(X1,...,X,;0) es una can-
tidad pivotal o pivote si la distribucién de Q(X;0) no depende de 6. Esto es, si
X ~ F(x;0), entonces Q(X;0) tiene la misma distribucién para todo valor de 6.

OBSERVACION. La técnica confia en la habilidad de hallar un pivote y un conjunto
A tal que el conjunto {6 : Q(X;0) € A} sea una estimacioén intervalar para 6.

EJEMPLO 4.5. Si Xi,..., X, es una muestra aleatoria de tamafo n desde N(u,o?),
entonces
X —p
o/vn
y por tanto es un pivote para p (siempre que o
constante a sigue que:

~ N(0, 1),

2 sea conocido). Para cualquier

P(—a<f/\r ) P(—ai§Y—/¢§a—

es decir obtenemos el intervalo de confianza

{Y—a X +a

NS

o bien

— o —_ ag
X-aLl <pu<X —}
{“ g SHsAtaTs

Ademds suponga que a = z1_, /2 para un valor de a dado. Entonces, es facil notar
que

P(HG{X*Q a/2fX+Zl a/gf}):lfa,

corresponde a un intervalo de confianza del 100(1 — ) % para p.

Para el caso en que o2 sea desconocido podemos usar el pivote
X -
s/ f

~tn—1),

es decir,

>< |

P(—aSTSa)zP(—a< s/f

que lleva al intervalo de confianza
— S —
X —tap(n—1)—= < p <X +t_apn-1)-=1.
{ / N / NG

OBSERVACION. Note que los intervalos anteriores son simétricos.
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Considere ahora,
(n—1)5?
Yz x*(n—1),

que es cantidad pivotal y elija a y b, satisfaciendo que

(n—1)82

Pla<y®<b) =P (a3 <b) =1-a,

o
desde donde obtenemos

_ 2 _ 2
{02: (n—1)S o2 < (n—1)8 }
b - - a
Las elecciones de a y b que producen el intervalo con el coeficiente de confianza
requerido son a = X:{_a/z(nfl) yb= Xi/Q(nfl).
4.2. Intervalos de Confianza Asintéticos

Intervalos de confianza tambien pueden ser obtenidos usando argumentos asintéti-
cos, el siguiente resultado permite caracterizar este tipo de conjuntos.

RESULTADO 4.6. Suponga que \/ﬁ(é\n —0) B N(0,1/F1(0)) y sea z1_q/2 un valor
cuantil 1 — /2 de la distribucion normal estandar, es decir, P(Z < z1_4)2) =
1—a/2 con Z ~N(0,1). Sea

CIn(H) = [é\n - Zlfa/QS/E7 é\’rL + Zlfa/QS/E]a

SE = \/1/F(0,) = 1/\/nF1(6,).

Py (0 €CIL,(0) —1—a,

donde

FEntonces,

conforme n — oo.

DEMOSTRACION. Sea
0,—-0  0,-60 »

VFE O SE

con Z ~ N(0,1). Por tanto Z,, es una cantidad pivotal (en sentido asintético). De
ahi que,’

Zn =

Po(6 € CL,(0)) = P(0n — 21_0/2SE < 0 < 0y, + 21 _02SE)

0, — 0
=P ( —Z1—a/2 < §\E < Zl—a/2)

— P(—21_02 < Z < z1_qp2) =1—a.
(I
EJEMPLO 4.7. Sea X7, ..., X,, muestra aleatoria desde Ber(p). Sabemos que el MLE
de p es p, = %Z?:l Ti, Y
log f(x;p) = zlogp + (1 — x)log(1 — p),
asf

1—2z T l1—=z
Ulz;p) = =5+ —.
(=) p* (1-p)?

8

Ux’pzf— 9
(z;p) b 1

INote que P(Z < —21_ay2) = P(Z < 2402) = /2.
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De este modo,

P 1—»p 1 1 1
Filp) =E{-U'(X;p)} == + =-+ = )
1p) = BT (X)) p» (1-p? »p 1-p p(l-p)
de ahi que
cc 1 1 An 1 - An
SE = — = — = p l( p )7
\/}_n(pn) \/”]:1 (Pn) n
luego, un intervalo de confianza del 100(1 — o) % para p es dado por
~ An 1- An
Pn F Z1-a/2 M
n

OBSERVACION. Considere A = g(#). Sabemos que el estimador ML de X es dado
por A, = g(6,). Ademés, usando el método Delta, sigue que
Ao — A
QoM g N(0, 1),
SE(An)

donde
SE(An) = |g'(6n)| SE(0n).-
Lo que lleva al intervalo de confianza asintotico
CLy(A\) = [ = 212 SEQ), An + 2102 SEQW)]-

EJEMPLO 4.8. Considere X1, ..., X, variables aleatorias |ID desde una FE 1-paramétri-
ca, y sea ¢ = n(0), v(¢) = b(f). De este modo,

f(x;0) = exp[¢T (z) — v(¢)] A (),

es decir, la log-verosimilitud para una tinica observacion es dada por
log f(x;¢) = ¢T(x) —~(¢) + log h(z).
Lo que lleva a,
Uz; ) =T(x) —7'(¢),  U'(zi9) =—"(9),
de ahi que, la informacién de Fisher es dada por
Fi(¢) = E{-U'(X;9)} = 7"(¢) = var(T(X)).
Es decir, el error estdndar adopta la forma
1 1

T L I
VF@)  nRG) @)

donde an denota el MLE de ¢ (ver Ejemplo 3.16). Finalmente, un intervalo de
confiaza del 100(1 — o) % para ¢ es dado por

~ 1
T R |
7" (¢n)
Evidentemente, también podemos considerar un intervalo de confianza asintético
para 0 = g(¢) = n~(4) usando el método Delta.
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Para obtener un intervalo de confianza para una combinacién lineal v = a'8,
usamos el Resultado 3.40, es decir

V0, — 0) 3 N (0, 711 (0).
De este modo, para 7, = aTan sigue que
Vi(Ga =) S N©0.a’ Fi (0)a).
Es decir, podemos escribir
aTgn —-a'f

aTTfl(O)a/n

B N(0,1),

esto permite usar Z, = (a'6, — aTO)/S/E(ﬁn) como una cantidad pivotal, con

S/E(ﬁn) = \/aT.’Ffl(én)a/n. Por tanto, un intervalo de confianza asintético para

v = a8 adopta la forma

CIW«(’Y) = [aTb\n - Zl—a/2S/E(an)v aTan + Zl—a/QS/E(an)} .

4.3. Regiones de Confianza Asintéticas

Cuando 6 es un vector k-dimensional, podemos definir una regién de confianza
(asintdtica), mediante

lim Pyp(@ € CR,(0)) =1 —q,
n—oo
cuando @ es el verdadero vector de pardmetros. El mecanismo usado en esta sec-

cién para construir una region de confianza asintdtica estd basada en el siguiente
resultado.

RESULTADO 4.9. Sea {T',} una secuencia de vectores aleatorios k-dimensionales
tal que /n(T, — 0) 5 Nk(0,X) y sea {A,} una secuencia de matrices aleatorias
tal que A, A A, donde AYXA = A. Entonces
D
Qn =n(T, — 0)" A, (T, — 60) = X*(k).
DEMOSTRACION. Disponible en Sen y Singer (1993), pdgina 137. |

Basado en el Resultado 3.40 y usando que ]71(5”) 5 F (0), tenemos
10, — )T F1(0.)(0, — 0) 5 x*(h).
Es decir, podemos construir una regién de confianza del 100(1 — ) % para 6 como:
CRu(6) = {0 :1(8, —0) ' F1(6,)(8 — 0) < xF_(h)},

donde x?_,, (k) denota un valor cuantil 1 — « de la distribucién chi-cuadrado con k
grados de libertad.

EJEmMPLO 4.10. Considere Xi,..., X, una muestra aleatoria desde N,(p,X). Es
facil notar que /n(X, — u) LEY N,(0,%) y

n

1 - —
Sn=—7D (Xi—Xn)(Xi - X)) 5=
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De este modo, la estadistica T2 de Hotelling, satisface que
< 1~ D
TP =n(X — ) 8, (X0 — 1) = X2(p)-

Luego, una regién de confianza asintética del 100(1 — o) % para p es dada por:
CRu(p) = {p:n(Xn — ) "8 (X0 — ) < xi_a(0)}-
Alternativamente, podemos escribir regiones de confianza basado en la funcién de

log-verosimilitud. En efecto, considere la siguiente expansién en series,

o 90,,(6.,) o 1, 4 +0%0,,(6,) 4
£,(0) = £,(0,) + 50 C en)+2(0 6,) 000" (0 —6,)+op(1),

2

es decir,

~2(0a(0) @) 2 (0-8,)7{ - 20N g 5,

Esto permite escribir
~2(£u(6) — £2(8,)) £ (B, — 0)T F1(6,)(8, — 0).

T
Usando el Resultado 4.9 tenemos que —2(¢,,(0) —£,,(6,,)) 5 x2(k). Luego, podemos
considerar la siguiente regién de confianza

CR(0) = {0 : —2(0n(0) — £,(8,)) < X3_o(K)}.

2X 2 Y indica que X — Y = op(1).
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